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1. C. G. J. Jacobi, de transform. integralium multiplicium. | 


1. 


De binis quibuslibet functionibus homögeneis secundi 

ordinis per substitutiones lineares in alias binas trans- 

formandis, quae solis quadratis variabilium constant; 
una cum variis theorematis de transformatione et 


determinatione integralium multiplicium. 
(Auct. Dr. C. G. J. Jacobi, prof. math. Tegiom.) 





Introduetıio. 


Pe" 1. 
Propositis inter variabiles 
Kıy Kg vooe En 8 Yıy Ya +++» Yay 

n aequationibus linearibus huiusmodi 

Yo"), tu" +... +0” x, 
facile patet, co@fficientes «/”, quorum est numerus zn, ita determinari 
posse, ut data functio quaelibet homogenea secundi ordinis variabilium 
Ks Ka... &. transformetur in aliam variabilium y,, Ya»: - - Yı, quae 
solis earum quadratis constet, simulque summa quadratorum variabilium 
non mutet valorem, sive fiat 

ss ta te man = yıfıtYY2t ++ Yaya- 

Nam haec altera conditio sibi poscit aequationes conditionales numero BL), 
porro cum de functione transformata supponatur abiisse producta e binis 


n(n—1) 


"ur ita ut habeas aequa- 





variabilibus conflata, accedunt aequationes 
tiones conditionales numero z7, qui est numerus co@fficientium substitu- 
tionis adhibitae. Unde problema determinatum est. 

Pro tribus variabilibus est problema tritum illud de superficie se- 
cundi ordinis revocanda ad axes superfieiei prineipales. Problematis gene- 
ralis solutionem nuper dedit Cl. Cauchy (Exere. de Mathem. t. IV. 
pag. 161. sqq.). Quaestiones de eadem re, a praestantissimo Sturm illu- 
stri Academiae Parisiensi commissas, nondum lucem vidisse dolemus. 

Sit functio, in quam proposita transformatur, 


GıyıYıt SrY2y2t+ ++ 6, Ya Ya; 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIL Hit.1. I 





> 1. C. G. J. Jacobi, de transform. integralium multiplicium. 


inveniunfur quantitates G,, Ga .... G, ut radices diversae aequationis alge- 
braicae 2" gradus,' quas Cl. Cauchy demonstravit, omnes fore reales. 
Quibus determinatis, co@flicientium, quarum ope Ym per variabiles &,, X...» 


....X%. exXhibetur, 


1 ( ( 
a” , us) BAT an) 


quadrata et binorum producta per unicam G,, rationaliter exprimuntur; 
atque invenitar, coöfficientes ipsius x, in valoribus ipsarum yıy Ya ++ ++ Yns 
U, ren. a, 
quantitatum G,, G3 .... G,„ respective easdem functiones esse. 
Coöflieientium quadrata et producta illa modo singulari sequentibus 
exhibebo; quo saepius calculis complicatis concinnitas conciliatur. Consi- 
dero enim quantitates Gi, Gr»... G,, quae per aequationem illam n“ 
gradus a constantibus functionis propositae pendent, tamquam functiones 
harum constantium, atque demonstro, quadrata et producta illa aequalia 
fore ipsis earum differentialibus partialibus, seeundum constantes illas sum- 
tis. Sit enim functionis propositae terminus quilibet in x,x, ductus, px,x;, 


en 
m\ „(m) Ü Gm 


U, 0,’ = 


Invenio 
dp n 
Unde vides, unica formata aequatione 2" gradus, problema confici. Quippe 
cuius radices dant expressionem transformatam; earumque differentialia 
partialia sumta secundum eonstantes functionis transformandae, quae aequa- 
tionem illam affieiunt, dant coöflicientes substitutionis adhibendae. 

Formulae coneinniores evadunt pro formis specialibus, quas func- 
tio transformanda induit; quarum unam et alteram accuratius examino. 
Ubi etiam pro tribus variabilibus aequationem cubicam ita exhibitam inve- 
nis, ut ipso conspectu pateat, radices eius omnes esse reales. 

2 

Demonstravi olim in commentatione „de fransformatione integra- 
lis duplieis indefiniti ete.” (Vol. VIII. pag. 253. sqgq.), ad investigationem 
axium prineipalium superficiei secundi ordinis — qui est casus proble- 
matis antecedentis pro tribus variabilibus — usu idoneo quantitatum ima- 
ginariarum facto, revocari posse transformationem quandam integralis sim- 
plicis, cuius in analysi frequens usus est, 

°P ui 

/ rag 3 ET gQy ‚Vale 15) 2 2 ur g]° 
J [It meos’p-+nsin’p—+2/cospsing--2m’sinp-F2n’cosY 
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Fre — G,cos’y —G, sin?’ y]® 
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Quae peragitur transformatio ope substitutionis huiusmodi 
B— $ cosy — Pf’ siny 

@— «a cosy— «''siny? 

y 

@— a! c0sy — @'’siuy* 

Propter quem utriusque problematis consensum fit, ut etiam hie locum 
habeat determinatio co@lficientium substitutionis adhibitae per differentialia 





cood = 





/ , TIPr 
Y.c0sy — y''sıny 





sind = 


partialia ipsarum G, G,, 6, sumta secundum constantes /, m etc. Quae 
quantitates in hoc problemate inveniuntur ut radices aequationis cubicae 
(z—]N)(c+ m) (oe + n)—11e—N)+Hm'm’c+m)+n'n(c+n) U m'n'=0, 
Ita e. gr. dedi I. c. pg. 329.30 formulas *) 

POPRBNE, 5...) on 2) Kuahi 

(G—-6)(6-07 
n'(G -H-n) — m! 
(G—G')(G—G”)? 
(juas expressiones, Si aequationem cubicam allesatam in auxilium vocas, 
vel ipso intuitu patet, fore 








—- = 





























Q0 pa alß== 06 
re 
Eodemque modo pro reliquis obtines: 
De vu = 06, au’ = 6, 
— oil? EEE msn ol >] ’ ER el > 
"G / eG R ( 
a Be a ug it, 
PR Em? ß D om? ß x em 
BE ER 06, N eG, 
VEBDEEHT ER paul an: dr 1 u 3 
porro: 
a Kai 0G PP? UERE 6 © G' er ce (G‘ 
irre Py=— 7; ß / ee 
va dG = 06‘ a 06’ 
j übe 20 m'? Y 2. 2 Om’? / m. JE mi) 
& 2.7 oG a 06G' un __ 06" 
E 7 27.2 020 00 Rn nn 
20on'? 20n'? 2on' 


Transformationem plane similem, docui in alia commentatione an- 
teriore (Vol. II. pag. 234.), adhiberi posse ad duplieis integralis transfor- 
mationem. Sit enim 

act-yytzs=uuFpvvww=l, 
unde x, y, 5 nec non 4, v, w considerari possunt ut coordinatae puncti 
sphaerae, cuius radius = 1: demonstravi, co@fficientes sedecim «a, 2, y etc. 





*) Loco citato pro G, G,, G,, scriptum invenis GG, G,G,, 6,6.,. 
1* 
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ita determinari posse, ut locum habeat substitutio 











_a+aacta'ytaz 
u ö+ ac +ö'y+ 02? 
vo lthateyHR: 

ve ö+ cc +0" y4 02? 
LE) RE EEG 

—d+ oc 0"yötttz? 


simulque functio data 
a+uxzxctayy+azz + +" y+2b'z+2e'yz-+2c"ze+2cy 
abeat in hanc expressionem 

[G— G,uu— 6,vv— G, ww] + x +6"'y+0"z], 
ipsis G, G,, G;, G; rite determinatis. Sint 05, 05’ elementa sphaericae 
superficiei, quae coordinatis x, y, 3 et u, dv, w respondent, probavi, e 


substitutione adhibita sequi 
Ö $’ = 7 I os 5 
Unde habetur KA. SE 7 2 = a 
’ 08 
J araxccta'yyta”’zzt+2bc +20" y2b'z +20 yz+20"zc4+20"ny 


=/): T, 
II G— G,uu— G,vv—G,ww" 


Quae est transformatis integralis duplicis, de qua diximus, 

Et hoc problema, adnotavi in commentatione supra citata (Vol. VIII), 
ope quantitatum imaginariarum idonee adhibitarum convenire cum pro- 
blemate algebraico initio proposito, casu guatuor variabilium. Unde et 
hic locum habet determinatio co@fficientium substitutionis adhibitae per 
differentialia partialia ipsarum G, G,, G,, G,, sumta secundum quantitates 
a, a’, a’ etc., quippe a quibus constantibus illas pendere, 1. c. demon- 











stravi, ut radices aequationis biquadraticae : 
0 = (a—x)(a' +x)(a +x)(a' +2) 
— cc (a— x)(a' +2) —c ce’ (a—x)(a" x) —c "ce (a—x)(a' + x) 
N h' (a +2)’ 2) — 6" ph’ (a’’+ 2°) (a’+x) — bb" (a’+ z)(a”’ + x) 
+ cc ec (a—x)+2ec b’' ba’ ae) +2e'b’ b’(a"+x)-+2e' b' b‘‘(a’’+x) 
Hit HN N UA bit, 
Ac reapse, hac aequatione in auxilium vocata, e formulis a nobis traditis 
(Vol. I. pgg. 240. 41.) ipso intuitu deducis sequentes: 











n__9G jean ae 86, 06; 

a ET er REN 
9G 06 9G 0G 

EI Bi 1 ae 2 mie 0 BO 
Vz, kenn Ber Fr YIRTE 









































1. 0. G. J. Jacobi, de transform. integralium multiplicium, 5 
Bm eG 0G 96 
VEIT den IP SU t VO U m m 2 Praha. 3 
V — dan 0" SUPAMEEEER, p'p'= 5,» JB A A 7° A 
HYah m 0G Hl IE 0 G, BR — Ö G, U, U mm © G, ö 
TIER} ZZ 4 v4) 
da u daft? PEN 0 Se De Zn ya” 
porro s 
Ö G Zr 0 G, RE G, Ö G 
ii SE Br ch 3 
dt =- Zn Wenn: PP= r 200 zw 
eG 0oG 0G, 06 
/d aaa pie Änpenaraniage /1 = 1 FE 77 — ___ 7 
Ay) DIT, [0A 205") pp” = = 50 3 ...; oh? 
rG 2 G, 9G 
RE 0G TR. ee sol UN nie m__ 00; 
00 mes eb > 00 —_ 20 bh b) ß ß Apm> YY — 30 279 
/ oG HU de 06 UNI — 0G wä 0G 
00 ee G 4 nad Fr ß ß 1 A Er 
0oG 06, G, 0G 
g d’ Be "WW! B” PB = EHE aha 3 
ra 280"? DEF 33- AU) Y Y 7500 
Ay 0 ER 0G ER ı 06, BB — Ö G, I a 0G, *) 
.. 290? 2904? Ic? Y Y 9290 . 


Quas formulas, sicuti antecedentes, propter usum earum frequentiorem 
hic in conspectum exposui. Transformatienem similem adhiberi posse in- 
tegralibus multiplieibus ewiuslibet ordinis, adnotavi 1. c. (Vol. VIIL. pe. 350.). 
In qua generaliter constantes, quae integrale ztuplum transformatum affi- 
ciunt, inveniuntur ut radices aequationis algebraicae (2+2)" ordinis; qua= 
rum differentialia partialia sumta secundum constantes, quae integrale pro- 
positum affieiunt, suppeditant substitutionis adhibendae coöfficientes. Quae 
transformatio generalis de problemate algebraico generali eadem ratione 
derivatur, quam Il. c. pro casibus 2=3, 2 =4 indicavi. 
3. 
Problema, de quo dictum est, 
potest, ut in locum summae quadratorum variabilium proponatur altera 
quaelibet functio homogenea secundi ordinis transformanda; sive propona- 
tur, binas simul functiones homogeneas secundi ordinis cuiuslibet numeri 
variabilium per substitutiones lineares transformare in alias, quae variabi- 
lium solis quadratis constant. 
Sint functiones transiormatae: 
G yıyı + yayat +. tr Cu YaYas 
Hyıyı$+ HRıyyt+ ....+ Huyıyn5 


scribendum est —G,, —G,, 


algebraicum ita generalius concipi 








”) Ut formulae I, c, traditae cum his conveniant, 


— G, loco G’, G’, G’’; quantitas arbitraria % poni debet =1; porro 
x == cosıy, 
u= (0851, 


z=sinWvVsinq, 


y= sinwWcosYy, 
w == sin ysiod. 


v = sinncosd, 








6 1. 6. G. J. Jacobi, de transform. integralium multiplicium. 


exprimantur porro variabiles propositae x, & .... x, per variabiles 
Yıs Ya »».« Yn Ope aequationum huiusmodi: 


m P,yıtPay tee tn Yu 

Facile patet, problemate proposito tantum determinari rationem, in quibus 
sunt quantitates G,, H, et coefficientium BP”, Bi? .... Pi? quadrata vel 
binorum producta. Nam si loco y,, quod licet, scribis p,y,, designante 
pP, Sactorem constantem arbitrarium, quantitates illae simul per eundem 
factorem p,p, dividi debent. Quotientes 

6 6 Gr 

TREE A a # 


et hie invenis ut radices diversas aequationis algebraicae z'» gradus. Deinde 
coeffieientium Li, PP x... Li? quadrata et binorum producta, divisa per 


v . G, . . ® . 
G, aut H,, per unicam Er rationaliter exprimuntur; porro quantıtates 
% 


RER 5 An. 
yG,’ vo, 
inveniuntur respective ut eaedem functiones quantitatum 
ET On 
U ER TA, 

Quantitates - si rursus spectas ut functiones constantium, quibus 
datae functiones transformandae affectae sunt, et hic elegantissime per dif- 
ferentialia earum partialia, secundum constantes illas sumta, exprimi possunt 
coöfficientium quadrata illa et producta, divisa per quantitates G, aut H,; 
eaque singula binis modis, sive constantem, secundum quam differentiatur, 
ex altera funetione proposita, sive ex altera sumas. Sint enim termini 
earum in x,x,. ducti PX, X, 9%, %,, InVenio: 

»__H06G—-6G,.0H,__ G;0H; —H,0G; 














Doz H,op ur G;Og j 
sive: 
: a Ä (2 ; a 6 (er) 
I all) rn 4 .) (4) RL 
a ieh: ;; Pe 
Ar "IR, G, og j 


Unde etiam hic, unica aequatione algebraica 2" gradus formata, totum pro- 
blema confieitur. 

In commentatione III. de Integralibus Duplicibus (Vol. X.) demon- 
travi, quaestiones algebraicas, quae casui 2== 3 respondent, ad transfor- 
mationem et determinationem integralium duplicum commode applicari. 
Oua de re placuit, sub finem harum quaestionum generalium theoremata 





RRDP Din 
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i in commentatione ceitata de. integralibus duplieibus inventa ad integralia 
multiplicia cuiuslibet ordinis extendere, quod per easdem methodos successit. 
Jam singula accuratius persequamur. Quae alia varia theoremata 

alsebraica et analytica adstruendi occasionem suppeditabunt. 


Pro blema IL 


Investigare substitutiones lineares huismodi 
u d Ä ? „s 
€ Yı=&, x, +4, tee I 
ti. ‘4 „u a [7] = 
Y — Ü 1 X 4- G, u 2 1 ...» + Ü X n J 


ya aa Haare. Holden, 
guibus efficiatur 


YıyıFyy ty = nm F+e.hr0 
simulgue data [unctio homogenen secundi ordinis variabilium &,, X... 
u... X. transformetur in aliam variabilium Yı, Ya sur» Yu, de qua bina- 
rum produeta evanuerunt.’ 
n 4. 
Investigemus primum varias relationes, quae inter coöflcientes pro 
positos locum habere debent, ut conditioni primae satisliat, 
l. at tn nm = Yıfıt yyp+:..TtYY 
Ac primum, ut substitutis ipsarum Yı, Y3 +... Y„ Valoribus aequa- 
tio illa identica evadat, fieri debet: 
ht ta) —=0, 
0, +0, te. tal, 
Propter has aequationes, substitutis rursus valoribus ipsarum Yı, Ya ser + Yn 
valoribus, identica fit etiam haec aequatio: 
I. z=uyıtepn tee tul)y:s; 
cuius ope variabiles propositae x, , X .... x, exprimuntur Per Yıy Ya e00 Yn« 
Quos valores ipsarum #5 #2 0... x, si rursus substituimus in aequatione 
(1.), nanciscimur, ut identica evadat, formulas ee 
ED LED LH... “ 2—0, 
un la OJR RE RORO NO PR ERRBRER BG, al) — 
Videmus ex antecedentibus, quod maxime tenendum m ‚ tales existere 
inter co@flicientes propositos «S”’ relationes, ut propositis 2 aequationibus 
linearibus huiusmodi, 


WERE a ur 
u ee ER 





8 1. 0. G. J. Jacobi, de transform. integralium multipliciuum, 


= at 4+....+ SE RR 
earum resolutio suppeditet 2 aequationes sequentis formae, 

up tayctechelys 
unde etiam vice versa harum resolutio illas suppeditat. Porro animad- 
verto, e quaque relationum illarum seu gquae ex iis sequuntur, statim nos 
eruere alteram, co&fficientium indices inferiores cm superioribus permu- 
tando. Qua permutatione simul variabiles #,, &2 ve... &, et Yıs Yarsı+) 
respective in se invicem abeunt. 


I 

Aliae relationes inter co@fficientes propositos, quae e (1.) sequuntur, 
derivari possunt de relationibus algebraicis generalibus, quae locum habent 
inter co@flicientes aequationum linearium propositarum aliarumque, quae ex 
carum inversione seu resolutione obtinentur. In quaestione nostra aequa- 
tiones propositae et inversae eosdem coefficientes habent, nisi quod illarum 
series borizontales coclhcientium harum verticales fiunt et vice versa. Hinc 
ex unaquaque eiusmodi relatione generali casu nostro relatio inter ipsos 
co®fficientes propositos nascitur. 

Supponamus, designantibus «/”’ datas quantitates quaslibet, ex 
acquationibus linearibus propositis huiusmodi 

Imst" nt er Haan, 
per notas regulas resolutionis algebraicae haberi aequationes formae: 
As, = Pyı tP/pnt..++PPy- 
ipsum 4 supponimus denominatorem communem valorum incognitarum, 
qui per algorithmos notos formatur; sive fit 
Ad=Zraa,..ca), 
sieno summatorio amplectente terminos omnes, qui indicibus aut inferioribus 
aut superioribus omnimodis permutatis proveniunt; signis eorum alternantibus 
secundum notam regulam, quam ita enunciare licet, ut termino cuilibet per 
certam permutationum zrdicum orto idem signum tribuatur, quo afficitur 
productum sequens confiatum e diflerentis numerorum 1, %, ....2 
2 H)S—N)...(Rr 1). EG -NML—)) or... RN) — 3) etc, 

eadem nurnerorum permutatione facta. 

Eadem notatione adhibita, sit 

B=E+Eßt... RD, 

ubi ipsam D e quantitatibus 2” eodem modo compositam aceipimus, quo 
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Ä ex ipsis @{” componitur. Quibus statutis, observo fieri: 
a Er 
ac generalius: 
6. EZ+P PB... Pr Ar er, 
De qua formula generali (6.) cum pro variis valoribus ipsius 7, tum in- 
dieibus et superioribus et inferioribus omnimodis permutatis, permultae aliae 
similes formulae profluunt. 


Casu nostro fit 
Pin = Aal”, 


B=ZtPP,.. = 22 tu d ... u dt, 
unde (5.) suppeditat formulam in quaestione nostra prae FREE memo- 


ideoque 


rabilem: 
Tr. 441=(Z+r00....a) = 1. 


sive: 
A= Zt... +1. 


Porro fit e (6.) casu nostro: 

8. Ste. re EL u ne. 
Quae relationes (7.), (8.) iis, quae $. antecedente traditae sunt, adiumctae 
relationes praecipuas constituunf, quae inter coöfficientes propositos locum 
habent, quoties datur conditio 


a Fr. tree nn = YyıtYıyıt + Yıyı- 


6. 

Ad demonstranda theoremata algebraica generalia (5.), (6.) metho- 
dum singularem in auxilium vocabo, qua saepius non ineleganter uti licet. 
Quamquam res etiam per methodos notas liquet. 

Sit 

ante" tt. ten, —X, 

FyıtPß, yet... +PW% Y.=! 
ac supponamus, dignitates negativas expressionum X, Ay, .... X, evolvi 
respective secundum dignitates descendentes ipsarum &,, X .:.. 2,5 porro 
dignitates negativas ipsarum Y,, Y, .... Y, evolvi respective secundum 
dignitates descendentes ipsarum Yı, Ya *+«+ Yun« BDesignemus porro per 


2 AL 


.. u . .e 1 ” . . “ 
coefficientium termini in ipsa U, secundum potestates variabi- 


1 Kyess.XCn 








lium x&,, &%, .... x, certa ratione evoluta. 
Crelle's Journal d. M. Bd. XIL Hf. 1. 


1v 
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Quibus statutis, demonstravi in commentatione anteriore: 
„Zixereitatio algebraica circa discerptionem singularem fractionum, 
guae plures variabiles involvunt” 

(Vol. V. pag. 344. sqq.), fore: 
. rl. 2 
n N X, An 1 ir A’ 


X %Xa rs, 1 X 








sive etiam, quod idem est, 


























1 1 
10. | "= 5 — ; 
Y 1 fi on. 22 1 B 
ac generalius: Yıyar.«yn 
S Ss 5 p DR; . 
11 x 1X, ..... Cm Fe 1 ai 
ern zer 
X Kger,, Kn YıYzr+++Yn 


designantibus 7,5, 72 »... 7, aC Sy S2 «... S, DUMErOS quoslibet integros 
sive positivos sive negativos, 
Sit ex. gr. 


nn.’ zrn.=—1l, 
5 — 5: 


formula (11.) e (10.) in hanc abit 
1 RN 256% 
Fr I; Tl 1 ade : ie 
YıYze+++:/n 











quae est formula (5.). 
Sit porro 
nzn | er =—l rau = Tape =n=(, 


ann. u], SS ere s, —(, 


| 1 | — Ar | 1 | 
Amtı Ant? .... A, 1 Y 1 Y, a Yın 1 
X mtr &m+2 "nm Yıyzı Im 


Expressiones uneis inclusae variabilum &,, X .... Xm et Yazız 
Ymt? »*.. y, tantum positivas dignitates continent, uti per assignatum evo- 
lutionis modum liquet. - Hine cum eos tantum consideremus terminos, qui 
a variabilibus illis non pendent, in expressionibus Ars Ay +. X, 
ponere licet X, = X sr In 0, in expressionibus N, Y, .... R,. P9» 
nere licet y„ı = Yanr2 ++. =Y.=0. Quo facto patet e (9.), (10.), fore 


formula (11.) in hanc abit 




















1 | Fr 1 en 
- - ‚ > (m (m-J4-2) (n)? 
Am-tı Amts .... X, 1 Sta, Gr .... «, 





K nt X mb2% „Ken 
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| 1 | " 1 
Pen ze 0 ZIRR...Bm" 


YıYzrııo Ya 





Unde habemus 
1 Ar 
>+ a +1) „(mt®) (x) = S+ ß ß% OH A ’ 


m+1 OLm+2 „nl, 








quae est formula (6.). 

Formula (9.) aut (10.) prae ceteris attentione digna videtur; aliam 
eius infra videbimus applicationem, 

T. 
Conditioni primae, ut fiat 
a tr m + tm =yYyıty pt: +Y,Y., 

si adiungimus alteram, ut data functio homogenea secundi ordinis in aliam 
abeat, quae solis quadratis variabilium constat, problema determinatum esse 
vidimus. Jam varıas examinemus relationes, quae ex hac nova conditione 
ortum ducunt. 

Si 7 data functio transformanda; sint termini eius in 2,%,, X,%x, ducti 


k 2 Q 3 Xu%}9 Zr I, X.) 
ubi supponimus 
0,,=4,r* 


Hince functionem 7 ita repraesentare licet: 


= 230, ,%,% 35 
a, 4 


quo notationis modo intelligimus, sub signo summatorio numeris x, X tribui 
valores 1, 2, .... 2. 
Sit functio transformata, 


= Za,: 2,0, Gıyıyı + G,YıYıt +» + G,YaYn5 


substitutis formulis 

Ym —— ua, 4 aa, + ...- al) 
si singulos terminos inter se comparamus, nanciscimur : 

2. 0,,1= 64% + GW +...+ Ga” 0”, 
quae valet formula, sive #, A diversi, sive aequales sint. 
Vidimus supra $.4., eas existere inter coöfficientes propositos rela- 
tiones, ut datis 2 aequationibus linearibus, 
LI, _— G,Yı +u,Y: +...Tt0”y,, 


inde aliae 2 sequantur hae 
Yın u u, +." 2,-4 ... + a 


simulque fieri 
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X X, 42,2%; 4- .... + r,%, = Yıyı +yy.+ “... + YıYı: 
Hinc sito (m) 
ER 0, Q, 13 Ym= On u, 
sequitur e (12.): 
(m) 
13. G,„ u)” RR u” Q,3 Yr a”) 0,2 7 .... + A 0, 13 
porro . 
r 3 2 2 ‘ 5 2 [77 [7 , 
14. a,,.+ ,t+ vo... 4 On =— G, 50T G; U; (&%b; -L., .. -h G,u? a en 
De aequatione (13.) facile etiam hunc dedueis generaliorem: 
15. Q,,2012 +0; . Q21 +....Ft+0. An2 m 
32 4‘ ‘ 2 “ “ 
G, Ü, 0 4 G; U, Oi 4 .... _ G, u”) u”, 
quae et ipsa valet, sive #, A diversi, sive aequales sint. 
Ex eadem formula (13.) sequitur adhuc, advocatis formulis $. 4. 
propositis: 
16. G04-Yıt G2%}-Yı 4 .... u Ga”. Y == 0,2 X — 05 7.%3 + .... -++a,: Inne 
Positis in hac formula loco A valoribus 1, 2, .... 2 et quadratis, quae 
inde prodeunt, aequationibus, obtines summando: 


17. 21a, X . Q,% X... + 0,1 Lu) pe 


G, Gı-YıYıt ©: G3.YaYat +++ Cr GnYnYn» 
Sequitur generalius de formula (16.), z2 omnibus relationibus, guae inter 
variabiles &,, &%2 ....%, et variabiles Yıy Ya »»«+ Yn locum habent, loco 
Ym, &, simul statul posse G„Ym atque a), &ı + @;,, X, %n. Quo 
facto ex. gr. (17.) e (1.) prodit. Quod si iteratis vieibus adhibetur theo- 


ze, ORpEmMeNEm ">, + Gyayı....t+ Gyr, 
per ipsas X, &% .... x, exhibere licet, designante ? numerum positivum. 
Adhibita enim substitutione indicata, de expressione illa provenit 

Gryıyı rt GR YyaYarı + Ch” yYaYas 
Dati autem sunt expressionis illius valores per x, & .... x, exhibiti pro 
p=0, pr =I1. 

Supponamus porro, e 2 aequationibus huiusmodi, 

w, = a} + 02, Ir +... T ni Kay 

sequi per resolutionem: 
x, Sta ılaaeee ln b„ı w, +b,: 77 ERRR +b,n Ww,; 
ubi per theorema notum fit rursus 
b..n u. bi. ”) 


BE 





*) Facile enim probatur generalius, quoties ex r aequalionibns, 


1. w=a,%,49,,% Te+t@,,; In > 
sequantur rn aequatıones 














» 
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Hinc posito e (16.): 


w=uGyıt+&%:-Gyp+...+0”".G,y.; 
simulque loco x, valorem eius, 
X, —4,yı + u, y.+ eu +ary, 
comparando terminos in y„ ductos in utraque aequationis parte, nanciseimur: 
u” 2 + 1 £) Q2,2 “... An, n — G; ld,,ı a”) u b..2 a”) m u... 4 ee a]. 
Facile autem patet, quod infra probabimus $.8., esse 
18. ZZ +0, 1022 ...0,, = Gı O2... 0, 


unde habetur: 
(m) 


ü, m m n 
19. G, Gries. Gun ba a“ I’+b,.u, Lt... t+b,. 0, ), 


Ex hac formula memorabili comparata cum (13.) videmus, in omnibus 
formulis assignatis, coöfficientibus al” iisdem manentibus, loco a, ; 
poni posse: hi “; A 
2 +a1,102,2....An,n Gier 











. . 1 » ” * 
dummodo simul loco G,„ scribatur GG Quo facto igitur de valore ex- 


ressionis 
p OhyıYıt GRYzYar:+- ChYnYns 


per x, X +... x, exhibito deducis valorem ipsius 
| YıYı 1 YYa,, „Lee, 
GG & Gh 
Deducuntur ex. gr. e (19.) formulae sequentes, quae formulis (12.), 
(16.) respondent, 


b„; a & a’ a a") afr) 
20. > — + ıhNL_»r / „ei 
G, Gr G, + G, + + G. , 











\ — . 
e 3, x,2F+ ayı a22 s..o+ln,n = b,„ı w,-+b,. w,t... + br,n Wn5 
elıam e rn aequationibus sequentibus 


I w=a, u ra Vrıate ta. Uns 


4. 92400...) =bızu, +b22u,-+...FtLn,2un: 
Nam ex aequationibus (1.), (3.) sequitur 
I. v,w+vV,w,4+..tunwmn=ur, ww, +... tun&. 
Qua in formula substitutis aequalionibus (2.), si comparamus in utraque aequationibus 
parte terminos in w, ductos, habes aequationem (4.), quae probanda erat. Quoties 
a, =@,,, quod in quaestione nostro locumf habet, aequationes (1.), (3.) eaedem 
fiunt; unde etiam earum inversae (2.), (4.) eaedem fieri debent, sive 
b, = bi,2« 
. Ceterum vix monitu eget, expressionem 
ZStayı a2,2 .... An,n 
. war . .. x) 
per eundem algoriihmum formataın accipi, quo expressio A ). 6, nisi quod loco as 
hic inveniatur a, ;. 


sequi has: 
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b22, +b2ı0%; +... + bu 0 __8:9, ı ar am, 
21. G, Own DREH ae ae B.: 


De quibus facile etiam haec sequitur: 
22. Emm 66... 6 [2% let. +22], 
quae eich propositae respondet: 
20,180 = Gıyıyı tr ErYzYar tr EnYnYn 


Porro de theoremate antecedente sive de (21.) sequitur, zz relationibus 
omnibus, guae inter variabiles &,, &% .... &, et variabiles Yıy Ya +:«: Yn 











s . Ym 
locum habent, simul loco y,„ poni posse 6. atgue loco x;, 
b, 0, +ba, ER „+ bn,2%n dm; + ba, 3, ..t- br, Aun 
G ag FT =+aı, 102,2. .. «An,n 


lam ipsam ooäficientium propositorum et quantitatum G,, ia de- 


terminationem. 
8. 


In aequatione (13.) si loco A ponis valores 1, 2.... 2, habes 
n aequationes lineares sequentes inter z quantitates «{”, u” .... Ay”: 


0 = (a, ,— 6) ar + 0,1 ie en u RE 
0 = a,,.0.”+ (a, 2— G,„) u +-- ie dn,2 a, 


23. 


0= 2 ee Gum. 
QOuae aequationes cum terminis constantibus careant, ipsas «(”, u” .... a,” 
ex iis eliminare licet. Quo facto inter coöfficientes aequationum linearium 
(23.) invenitur aequatio conditionalis, cui valor ipsius G, satisfaciat ne- 
cesse est. Quae per notas eliminationis regulas invenitur 
I 0, 
supponendo, expressionem I provenire de expressione 
ZH0Qı@aar er Any 
terminis @, 15 Qyn 21... @,,„ mutatis in 
Ua, Aa—iy vere Ann 
ac statuto = G,. | 
Si loco indieis m eius ponimus valores 1, 2 .... 2, proveniunt e 
(23.) eiusmodi z systemata aequationum linearium; e quibus singulis nan- 
eiscimur, eliminatione incognitarum facta, aequationem conditionalem: 
I #0, 
ceui pro singulis valoribus ipsius n satisfieri debet, ponendo ipsius x valo- 
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res Gı, Gr... G,. Unde quantitates illae G,, G; ::.. G, ut radices 
aequationis [| = 0 determinantur. 

Patet e compositione assignata ipsius T, eius terminum ductum in 
summam ipsius x potestatem provenire ex unico termino 

(@,1 —X) (2 —&) +... (0,n—%), 
ideoque esse (—1)"x". Unde habetur aequatio, respectu ipsius x identica, 
!’= (G—2) G—x)...(6,—x). 
De qua, posito e=0, prodit 
£ DEP FERIRER Zt, One re Anny 
quae est formula (18.) supra apposita. 

Quod attinet ipsam ipsius I’ formationem, observo, si signo sum- 
matorio 5 amplectamur expressiones inter se diversas, quae permutatis 
indicibus 1, 2, 3 .... 2 proveniunt, fieri: 

lI= z+0, Oz are. Ann 
— ı5Zta,, O2 20000 Anni 
+eSZE+@, 1022... Qan 
ie a Q),2 
| Faso ıt*. 
Qua in formula expressio 
9,2 +0 102,200: Om,m 


N n(n—1).... (n--1— m) d 
designat summam Satan expressionum, quae © 





>> T a1 02,2 BR Om, m 


yroveniunt, si in 
I 2 Qı,1 Q2,2 sone lm,m 


loco indicum priorum simul ac posteriorum 1, 2, .... >» scribimus omni- 
bus modis, quibus fieri potest, 7 alios e numeris 1, 2, 3 .... m 
9. 

Postquam quantitates G,, G; ... . G,„ ut radices aequationis alge- 
braicae n" ordinis inventae sunt, earum ope coöflicientes propositi deter- 
minantur. Nam una qualibet ex aequationibus (23.) ablegata, e reliquis 
m —1 aequationibus rationes, in quibus sunt quantitates «”, a” .... a”, 
per unicam 6, rationaliter exprimuntur. Quibus inventis, e (4.) quanti- 
tates ipsas obtines. 

Eum in finem in expressionibus d, , $. 7. loco @,,ı, @22 ...: nn 

0,1 — Ony 2 —Ony ::r: Qu,n— Ony 
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quo mutetur b, , in B/”). Unde facile constat, cum sit b,ı=b,,, etiam fore 


24. Bn) = Bm) 


A,n ® 
. 3 quationi 2: . i iqui 
Quibus statufis, de aequationibus (23.) ablegata A aequatione, e reliquis 
rn — 1 aequationibus per regulas notas algebraicas eruis: 
(m), im m) — Bin 
25. amıam... am = Bm:Bip.... Ba). 


Unde cum sit 


habes 


(m) „‚(m) (m) „„(m) Fe 
a0, te Ü, Tetra" = ‚ 





(m) 
6 MM — In 
TV BR HET ER L... Em) Bm" 
Ita posito loco m, » valores 1, ? ..... 2, coefficientes omnes propositos 


per ipsas G,, G2.... G, determinatos habes; et quidem EN... ar 


per unicam G„, quarum adeo rationes per quantitatem illam rationaliter 
exhibentur. 
De formula $.4. tradita, 
TUN LH... + mar) = 0, 
sequitur per (26.): 
27. BDB? + BPB+..4 Bm Bm = 0, 
De qua aequatione, obseryavit Cl. Cauchy, sequi, aequationis algebraicae 
propositae radices G,, Gz .... G,„ omnes esse reales. Sit enim, si fieri 
potest, G„, G,„‘ par coniugatum radicum imaginariarum, formae 
„= L+MNV—, GM =L—My—1; 
cum B{}, B/}’ sint respective functiones eaedem quantitatum G,, „ Gas 
etiam BY), BY erunt par coniugatum quantitatum imaginariarum, sive 
forma gaudebunt, 
By} =1+myY—1, BD) =l—my—1. 
Unde cum produetum e binis conflatum B/’} BY" semper positivum sit, 
aequatio (27.) loeum habere non potest. Qua de causa radices aequatio- 
nis propositae imaginariae esse nequeunt. 
Eadem de causa patet, quod supra tacita supposuimus, Pro ipsis 
Gi; 62... ©, sumendas esse aequationis propositae radices diversas, 
Nam si ex. gr. pro G„, G„‘ eandem radicem sumsisses, foret 
B We u BY, 
neque summa (27.) ut summa quadratorum evanescere posset, 
Coelfhicientes propositos aliter adhuc determinare licet atque fit per 
formulas (26.). Nam cum rationes, in quibus sunt quantitates al”), pin... 


( 
\ 


... 0” non mufentur, singulis multiplicatis per eandem quantitatem a”) 
a 


» 
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formulam (25.) etiam hunc in modum repraesentare licet: 
NR ei: BI} a. ..: Bi) 


n,A® 
Unde poni potest: 
Pyr).ay” as”) — Br). 


De qua, permutatis x, A, etiam haec provenit, 
Pi” A a”) u,” —- by", L 


(m) 
bi", 


Unde cum sit 


e=] 
7 
\ 


sequitur : 
Pur = PM; 
quam igitur quantitatem videmus pro indicibus omnibus inferioribus ean- 
dem valorem servare, Hinc loco P}”’ simpliciter scribemus P”’; quo facto 
habetur: 
28... Pi} um um = Bir). 
Ipsam quantitatem P‘”? determinare licet per aequationem 
amd Lamm L... + amam —1, 
de qua, substitutis aequationibus (28.), döducitue 
29. Pm—= bin +Bi+...+BN}; 
unde fit e (28.): | 
(m 
30. al”? a) = = — pr Bi”)? 
quae formula perinde valet, sive z, A diversi, sive iidem sint numeri. De 
hac formula ipsum «/”’ habes, posito A=x et radice extracta, cuius si- 
gnum arbitrarium est; deinde de valore ipsius «{”’ e (30.) reliquos coef- 
ficientes a”, a” etc. deducis, ponendo A=1, ? etc. 
Adnotemus adhuc formulas, quae e (30.) fluunt sequentes: 
31. BB, = Bin Bi, 
unde quoties A=,, X —=x', 
32. BB. =BV), 
Alıa adhuc ratione formulas (28.) sive (30.) non ineleganter dedu- 
cis de formula supra tradita (20.): 


+“ ‘4 (n) a” 
d&, @) a,0) G, 
b,,= 6,602....6 6% de, ao: Ar he Bi: Si, Hs 
Ouod fit per considerationem ee 
Supponamus enim, in funetione data 7 augeri constantes 








Q1,13 Q)2 RT Ann 
omnes eadem quantitate £, unde ipsa / augebitur expressione 


Ele tn +... +0]; 3 


Cretle’s Jonmal 4 M. Bd. XII. Hit. 1. 3 
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ideoque expressio transformata 
V = Gyıfıt Geyıyı +++ CHyıya 


augebitur quantitate 

Eyyı tyyt+-- tyy)=Eeı tn r+ ....+8,2,]. 
Videmus igitur, constantibus @,1, Q2,29 «+++ Qn,„n Quctis omnibus eadem 
quantitate £, etiam quantitates G,, Gr «... G,„ omnes eadem quantitate 
E augeri, coöfficientibus a” lisdem manentibus. | 


Sit am E&=— G,„, sive mutentur quantitates Qıı9 Q22 200. nn IN 
a1 ee Gas 02,2 STR On: .... On,n Gns simulque quantitates G,, G, .... G, 
in G— On, G2— Gny ++... Gn— Gm« Quo facto in altera parte aequa- 
tionis allegatae abit 5, , in BB’ in altera evanescunt termini omnes, nisi 


terminus 
A. 
G, Gar... GT 
qui in sequentem abit, 

33. (G1— 6m) — Om)... (6 — GC) a) = Bi), 


ubi in producto 
(G— 6) Ga — Gm). ..:.(C,— Ga) 


factorem evanescentem G„— G,„ omittis; quod in eiusmodi productis in 
sequentibus quoque tacite supponemus. 


Aequationem (18.) etiam de (12.) deducere licet, quippe quae sug- 

gerit identice: 
Sta 19%,2....0,2 = 6162... 6,(2 +0, 0,....00”)°, 
de qua formula e (7.) ipsa (18.) sequitur. Demonstrata (18.), per con- 
siderationes antecedentes ex ea statim aequationem generaliorem deducis: 
l=(G,—xr)G,—xX)...(6,—x) 

Unde habetur demonstratio maxime directa, pro G,, G +... G, statuen- 
das esse aequationis I =0 radices diversas. 


Comparata (33.) cum (28.), (30.), prodit: 
34. Pm= (6, — 6.) — En) H— BP +BP+..+Bm. 
Notum est, haberi 
(G, ya“ G„)(G— G„)....(0,— G„) = — 1; 
siquidem statuitur ar 
I. = .—, 
0x 


post differentiationem posito <= G,. Hinc habetur etiam e (34.): 
35. —I„=BT7+ By? +..4+BN, 








1. C.G. J. Jacobi, de transform. integralium multiplicium. 19 





Porro e (30.) sive (33.) habes: 
Bi} 


36. mau) = — — 
x 4 r_ 
10. 
Alio modo valde singulari exhibeamus iam expressiones «{” a”), 
videlicet per diflerentialia partialia ipsius G,„, sumta secundum constantes 
@,,, quae datam functionem 7 afficiunt. 


Revocemus aequationem, cui satishieri debet: 
Fam Ele: x, = Gyıyıt GYyyıTt Tr GnYnYn5 
in qua, si substituimus valores ipsarum x,, 
,—uyt&ypt +. +" Yo, 
singulos comparando terminos nanciscimur: 
37. Sa, II 0, 
%, 


38, za, ‚am am) = G,„» 
*, 


Iam aequationem (38.) differentiemus. 


Eum in finem observo, esse 
za, 0. u) = 22 Q,2 umher z [(”. = 0,0], 
»,4 . 


»,4 
ideoque e (13.): 
Sa, ’ R) y am) al) — ) G„Zua”d u, 
> Al 4 


unde e (4.) 39. Za.,d.am am. 
x,h 2 R 


Itaque in differentiatione expressionis 
( 
>a,, a,” u” 
x,. 


variationi coefficientium «” supersederi potest, ut quae evanescit. Hinc 
differentiata (38.) secundum a, ,, habes, quoties » et A diversi sunt, 








Gm 
40. Zum a) = 5 „> 
uoties u =A: 
ı 41. amam — Im, 
x x e.% 


Quae sunt formulae perelegantes. 


m 


da, 


’ 





Valorem ipsius invenis ex aequatione I =(, 


lm 
Gm day% 





tr = u Te 
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] Ber OT m oT 
designante 2. valorenı ipsius —— Put, post differentiationem posito = G,. 
% 
Hinc fit 
oT m 
t : da wi 
43. 20T a) = — —, 
Im 
OTm 
i da; .; 
44. 0a) — a, 
Im 
Quibus formulis comparatis cum (36.), habetur 
2Ben) — Um 
45 en o au,” 
, (m) Om 
Öa,x 


Data occasione observo generaliter, s! @,, et a,,„ inter se diversi sunt, 
propositis n aeguationibus linearibus huiusmodi: 

At Fair. Fa. —=V, 

Q,1 u,+ Qaa Us .... + Or n U, un 2,5 

Anal H Qyalae... + On, Ur, 


s/atuto 
Tr n— rn 02.2 er lyn 3 


seyui vice versa: 














u 
uÜ — rn .... 
T ı En D, v, + Jun 4 2, + Par 
3T oT je 
Tu = U n U, .... ge 
2 daı,2 Re I ve + = ny 
oT oT oT 
uU = —— vo r. DO, .„... — U 
T n Ü aı, . 1 + 6 a2,n un + + Ö ann n® 
Ouoties Q,; = 0, ,, diflerentialis ya semisse tantum sumi debet, si‘ x 
“ "a" b) J x, 


et A diversi sunt. Quo casu, posito insuper a1 —G,„;, 2. —G,, un 
0,,— Gn 1060 @ı5 @ra +++. Gun, © theoremate illo fuunt formulae (45.). 


Statuamus 
ayıyı tr pre tr Ey = Epraturis 
ubi G’ a "+ GR; en a, 


Quoties p est numerus integer, sive positivus, sive negativus, «mantitates 
p,, semper rationaliter per ipsas @,, exprimere licet. Posito enim 
1 tl 1 
pP HN ee 





P+i t 
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quantitatem P e regulis notis combinatoriis per coefhicientes aequationis no- 


strae I =0 rationaliter determinare licet. Qua inventa, habes e (40.), (41.): 
ae !. 
Pa 5 da,ı’ 
Bü? *, 


Beer Ö Qyx ° 





Sipr=—J1, statui debet 
P=log(6G, 6,....6,)= logZ +0, 102:.:. Anne 
Qui casus fomulam (22.) suggerit. 
1l. 
Cl. Cauchy loco citato in commentatione inscripta 

„sur l’eguation, a laide de layguelle on determine les inegalites 

seculaires etc.” 
problema, de quo hactenus egimus, tamquam problema maximi minimive 
consideravit; quo quaeruntur valores variabilium &,, &3 .... &,, pro qui- 


bus sıt 2, Fr +... +2,20. —=1, 
simulque data functio 7 maximum minimumve valorem induat. Cuius 
problematis solutio e solutione nostra hunc in modum fluit. 

Nam e conditione inter variabiles stabilita, 

za Fe He tn =yyıtyyteeH ty 
sequitur 

’=6C„+1— G.)Yıyı * @—G.)YYyıt +: +(G2— Cm)YıYn: 
Unde, si G, est maxima quantitatum G,, G; .... G,, erit G,„ maximus 
valor ipsius 7; quoties G,„ est minima quantitatum G,, G3 .... @,, erit 
G,„ minimus valor ipsius /. Quem induit 7 valorem, variabilibus y,, 
y, etc. praeter y„ evanescentibus omnibus, undi fieri debet „„=1. Hinc 
autem prodeunt valores, 
wu u, ea. 

Unde videmus, investigationem valorum variabilium &,, &2 .... x,, qui 
ipsam 7 maximan minimamve reddant, eandem esse atque co@flicientium 
am, am .... a”); atque investigationem valores maximi aut minimi ipsius 
V eandem atque quantitatum G„. 

Per regulas notas in theoria maximi et minimi, in auxilium vacato 


multiplicatore z, determinantur valores quaesitos ipsarum x, per aequationes, 


0 oV oV 


[— — x — x .. . o. —— 
a, .dx, Haas Fa 


Fit autem 
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oV 
0x = [eo , ante. +...H+ 8; ‚n&n]« 


Unde habetur aequatio 
fi ae 
E Kdf, — QıX%ı + 0,2 xt... » + 0,8.» 


Quae eadem est atque (13.), si insuper ponitur 5 = On: Ad quas igitur 


aequationes, «quibus solutio problematis continetur, hic sine ullo calculo 
pervenitur. 


12, 

Sub finem formas quasdam speciales datae functionis transforman- 
dae 7 consideremus, pro quibus aequationi algebraicae, a cuius resolutione 
problema pendet, nec non valoribus co&@fficientium substitutionis adhibendae 
maior concinnitas conciliatur. 

Supponamus primum, datam functionem 7 compositam esse ex 
ipsis variabilium quadratis atque insuper e quadrato functionis linearis va- 
riabilium cuiuslibet; sive sit 


V’ = A, +40; +... +40 + ar +82: + +0) 


Hoc casu fit 


0,,—=A,F0,0,; Q,, = 40,0;5 
unde aequatio $. 7. proposita: 
ww, —— Q,„ı X + 1,2%, + u... u. QA,nXns 
in sequentem abit, 


0, u a,u +4,.r,, 
siquidem statuitur: 


u=a0r 9%: 0;-....+ao,r,. 


Hinc habetur 
U, —dA, u 
7" BE 
quo valore ipsarum x, in aequatione antecedente substituto, prodit 


„ w An Wn a,a Q,@, Ann 
+... a _ [ar mm 4... +2]o, 
, An d, A, A, 
 . a,w, a,W, AuWn 
u Fra a Aula sau hg 


PRERER .21..2 
ET 











sive 








siquidem statuitur: 





P=1+@.: 2 in Se 


Hinc ipsanı x, per w,, %, .... w, expressam habes per aequationem: 


W, Ay 





u RE a,w, a,w, ei 
a an ur & er Any’ 
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unde multiplicatione facta per A, 4z.... AP, fit 


Mi Mann a,w, a,W, An W, 
I Ay A Pa = A, [Pw.—a, ("7 + Be" +...+ An )]- 


Hac aequatione comparata cum sequente, $.7. proposita, 
X SH0 120 lb, Wi tb Wet... tb, Wins 
facile probatur, haberi: 
ZtaıW2:. An Ar Arıee An P; 











unde etiam: 
b,,=— A Aı.... A un dl. 


n° 4.Aı? 
Pe A A a,a, 
= A, [P— =]. 
Quamvis enim utramque aequationem comparando, tantum aequalitatem 
habes fractionum: 








Ay... Anayaı 


























b..2 TE A,A; 
Sta1 22°. ann Meere 
A, Sure: zer) 
b. x u An A, 
Sta 1,2... Ann HM ee ’ 


tamen, cum in singulis fractionibus numerator et denominator sint func- 
tiones integrae, quae factorem communem non habent, separatim aequales 
ponere licet numeratores et denominatores. Nam eo casu et numeratores 
et denominatores tantum factore numerico inter se differe possunt, «quem 
factorem vel ex unius termini comparatione cognoscas. Ita habes in ex- 
pressione 3+@, 1022 .++.@,„ unicum terminum @,1@y2....@,,; de quo, 
posito a,, = a,a,+ 4,, productum A,4....4, provenit; qui cum 
etiam sit terminus expressionis 4,A, ....4,.P, ex unius huius termini 
aequalitate cognoscis, nec factore numerico expressiones illas differre; ideo- 
que, sicuti proposuimus, numeratores illos et denominatores exacte aequales 
esse. Demonstrationes similes in sequentibus brevitatis causa supprimo. 


Demonstravimus $. 8., expressionem 
T=(G,—r) (G—x)....(CG,—x) 
prodire ex expressione Z+@,1@2,2.+++@,n; mutato @,, in @,,—x; quod 
casu nostro idem est ac ‘si mutamus 4, in A,—x. Hinc cum substituto 
valore ipsius P habeatur: 


FE 7% ie 
Erayaarı Ad Ani +4 ji +...+2], 
obtinemus: 











24 1. 0. G. J. Jacobi, de transform, integralium multiplieium. 
T=(G—2)6,. 2). 


= (A 2)Ah-2) (da) | + Zee ++] 


Unde eo casu, quem consideramus, Ba"; um REF cuius radices sunt 
G,, Gr, «+. G„, induit formam elegantem: 


aa Ana 
trete 
Statuimus porro $.9., mutato @,, in 0,,—G,„, abire b,, in BY); quod 
casu nostro idem est ac si mutetur 4, in 4,—G,„; quo facto expressio 
P evanescit. Hinc, sive x, A iidem sive diversi sint, e valoribus inventis 
ipsarum Ö,, babemus: 











(4,6 

(A,— Gn)(Ar — Em) x 
Unde, inventis valoribus ipsarum G,, G;, .... G„, dantur per (33.) $.9. 
co@fficientes propositi ope formulae generalis valde concinnae: 

a,a) (A, 6) — Eder An En) 
(Az — Gn) (Ar — Gm)" (G, — Gm) (G, — Gm) ....(Gn — Cm)” 
quae et ipsa valet formula, sive x, A diversi sint, sive aequales. 

Si valores expressionum «/”’ a” per unicam G, exhiberi placet, 
observo, differentiata Pe 


(6, — x)(6, —x). (On — x) __ a,a, _a,a L _An@n 
(A, — 2) A,—%)....(An— x) 17 gg athgere re‘ 





I m) 
KU T — 
Bi ER Qa„0;,. 


f y\ ’ PR 
a” ul”) — — 

















ac posito post Stniisiinten x = 6G,„, haberi: 
_6, — Gn)(@G ar Gl. ..(Gn— Gn) 
u np we EN G„) 


a, y a, x Ay £ 
rn ka a) 7 er —. =) Mr a; ” gn a 5) i 


a,a 1 








Unde äit: 


am = 











(A,— Gm)(L —G.) a,a, a, _ re 
(A,—Cm)’ u (4,—Gm)’ RO (An— Gm) 


Posito A=x, ex hao formula fluit: 
a, V( A, — On» A,» — On. An Gm 


er 
a’ Se 


‘x er er We ‘yo G, — Gn:G,— Gme..Gn— Om 
Ad, 1 











— 
.—_—— 

















A,-—Gm ı/ Q,q, An An f 
y (a 0,7 r (A, 6, + ANOnN + (A,— en) 
Unde substitutio, gua adhibita obtinetur: 
Aa + Am +... + Ammann + + Er... + rn) 
= GyYyıYı + Gr YıJYı ...Tt+ G,YnYn» 
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rn 
wir 


designantibus G,, G> »... G, radices Aere ; 


0=1-+ Pr, —+.. a In an 


Au? 


VG T strom 6 a) ir. Ku e), Ym 


ı %ı 2 X An In 
_ Zt +... A ZEME “ 0 





fit: 








13. 
Forma aequationis z" gradus: 


m. a,a, a,4, An An 
0=1 Le ee ee + .... a ee 
a cuius resolutione problema pendet, eo commodo gaudet, ut ipso intuitu 


pateat, radices eius omnes esse reales, adeoque earum limites assignari 
possint. 


Statuamus, esse 
A>Aı. >Ayı > An 
A, —A:, A,— 4;, .... A, —Än 
sint quantitates positivaee Quo statuto, videmus, decrescente x a 4, 
usque ad A,,,, simul expressionem 


a,a, qa,Q, An An 
1+ er A,— 


ıta ut 





tee 
decrescere a + usque ad — x; unde inter Z, et /,,, una certe radıx 
aequationis propositae iacet. Porro decrescente x a +%® usque ad 4, 
decrescit expressio proposita a +1 usque ad — x, unde etiam inter —%® 
et A, radix aequationis posita est. Hinc omnes aequationis proposifae ra- 
dices et reales sunt, et singulae positae sunt in singulis intervallis seriei 

i +», A, Ar :::: An 

E limitibus assignatis facile etiam patet, quot aequationis propo- 
sitae radices positivae, quot negativae sint. Statuamus eum in finem, e 
quantitatibus A,, A: .... A, esse m positivas, 2— m negativas, ita ut 
e quantitatibus A,„, Anyı se proxime insequentibus altera positiva, altera 
negativa sit. Quo statuto, facile probatur, prout expressio 


ae a +® ep. are 








aut positiva aut negativa sit, ih inter A, et A, positam aut nega- 
tivam auf positivam esse; ideoque e radicibus aequationis propositae aut 


esse 77 positivas, 2— m negativas, aut a +1 positivas, 2 — —1 negativas. 
Crelle’s Journal d. M. Ba. XII. Hit. 1. 4 
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Quoties e quantitatibus A, Ar .... A, plures inter se aequales 
existunt, patet, aequationem propositam ad minorem gradum ascendere 
quam nr", videlicet ad (2—x+1)""”, si x est numerus quantitatum illa- 
rum inter se aequalium. Quod etiam ex ipso problemate proposito hunc 
in modum patet. 

Sit enim A=4,....=4,: licet infinitis modis quantitates x,, 
X +... X, lineariter exprimere per alias yı, Ya 2... Yr-ız &u, ita uf sit: 

re ee ey yıtyYyt- ty t& 
simulque: 
a0 Ham te. +, = Va +; +t...ta,a,)E. 

Hinc data functio 7 induit formam sequentem, 
V=AWyyı tyyp+t--tYy-Y-ıt+&&)+ A, 04% Fe t Ann E 

+lyY(aa+-...+0,0)&.+ Qu %upı F ++. + 08]. 
Unde si per transformationem secundam applicatam ad variabiles Z,, &%413 »-- 
..+ X, efficimus: 

Et te tn = YzYet Yet Yerı Fee HF Ya Yns 
A, Rz + A, Kar Ka +... + A, Kr 
+[yvaaı rt... +00): top +... +08)" 


= 6,1:YeTt Ort Yerı Ya Heer + Ga Ya Ya» 
habetur: 


ste te nn —yıfıtYY2+ + yYayı 
= AyıYyı +pyryp+t- ... +Y- Ye) 
FO Yeyet Cat Yarı Ya ter 4 OnYayas 
designantibus G,, G,4ı +++. G, radices aequationis: 


0 Her ra ar Ann ; 


A. — x A1—x An—% 
quae est aequatio (2—u-+-1)" gradus. Reliquas igitur‘ quantitates G,, 
Gy «+... G,, videmus aequales fieri ipsi 4,. Simul patet, eo casu, de 
quo agimus, substitutionem adhibendam plane determinatam non esse; cum 
transformatio prior supposita infinitis modis succedat. 


14, 
Si solutionem problematis generalis pro 2—1 variabilibus notam 
supponis, eius ope problema pro 2 variabilibus facile revocatur ad eum 
casum, quem antecedentibus consideravimus. 








Eum in finem observo, funetionem 
V Be > 0,2 X, X» 


x,% 
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in qua ipsis %, A valores omnes 1, 2 ..... 2 tribuuntur, ita repraesentari 
posse: 


y- [Herten “hu ..pa a._1,n nl 





+nx | + (a, —mm)x,x, 


QAyn Alın 
+ > (a,, — rt) y,r,, 


x. 
in qua expressione designat m factorem constantem prorsus arbitrarium, 
atque numeris 4%, A tribuendi sunt valores 1, 2, .... 2—1, 
Jam per substitutiones lineares efficiamus: 


a tm te. + aa tet + En-ı3 
(„en =habtrbbt.. traue. 


x. 
Unde functio / nr. induit : 


‚= [cı &ı + G& +... + Cn-1&nı + 772%, T 
+ FRE t+RBb&+... + Haken te —mm)a.r,, 
quae ipsa est forma g, quam antecedentibus consideravimus. Unde si per 
transformationem secundam efficimus: 


BAtrR&+. tat =yıyı FYyt-: ++ Yayı 


simulque: 
F=Gyıyı rt oyYy2t + CnYayn5 
duae substitutiones iunctae suppeditabunt propositam, eruntque G,, G; .... 
.... G, radices aequationis 2" gradus: 
Cn—1 Cn—1 mm 


c,‚c c„c 

0=S1+7 ea a ae Sure a a Frag 
Observavimus $o antecedente, ex eiusmodi aequatione vel ipso intuitu 
sequi, eius radices omnes esse reales, siquidem constantes, «quae eam aflı- 
ciunt, reales sunt. Unde per considerationes antecedentes demonstratum 
est, si problema pro n—1 variabilibus solutionem semper realem habet, 
etiam pro z variabilibus solutionem problematis semper realem fore. Hinc 
petitur demonstratio nova, quod problema propositum solutione semper 
reali gaudet, quippe quod pro valoribus 2=?2, n=3 facile probatur. 

Quantitas 2 in antecedentibus prorsus arbitraria erat; considera- 
mus casum, quo in infinitum crescit. Eo casu, si statuimus, expressionem 

I + 0,1022: +++ Ancı,naıy 

mutato @,, in a,,— x, abire in D,„, erunt F,, Fr .... F.. radices ae- 
quationis P,.„ =0; porro @,„„— mm abit in — oo. lam vero e $o ante- 
cedente, siquidem Fi, F, .... F„-, magnitudine se excipiunt, quantitates 
Gı3 Gs .... G, positae erunt in intervallis seriei 








4 * 
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+, Fı, Fr eeeı Fass Un —mm 
singulae in singulis. Unde, posito na =%, sequitur, radices aequationis 
T=0 sive quantitates G,, Gr .... G,„ positas esse singulas inter binas 
radices aequationis D,„ = 0, magnitudine se proxime insequentes; praeter 
maximam, pro qua altera limes est — ©, et minimam, pro qua altera 
limes est — ©. Quod et ipsum alio modo demonstravit Cl. Cauchy. 
Idem etiam hunc in modum e formulis supra traditis derivari potest. 


Sequitur enim ex algorithmis notis algebraicis, si notationem $i 7. 


rursus adhibemus ei 
R) Dun vr >; + Oıı Q2.2 .... An-ı, n—1 ® 
Unde, si ponitur = G,„, abit B,,„ in B{”). Erat autem 


n,n ® 


Ban,n 
LT‘ 2 


m — 


siquidem IT’ = ai ß 
expressione I’ substituimus loco x radices aequationis IT =0 eo ordine, 
quo magnitudine se excipiunt, eius valores alternatim positivae et negati- 
vae fiint, quod e theoria aequationum liquet. Unde, cum «{”) «{”) semper 
positivum sit, etiam valores ipsius D, „ alternatim negativae et positivae 


erunt. Unde singulae radices aequationis D,„==0 positae sunt inter bi- 





et post diflerentiationem ponitur = G,„. lIam si in 


nas radices aequationis T=0 se proxime insequentes, ideoque vice versa 
singulae radices aequationis I = 0 inter binas aequationis B, „= 0, se proxime 
insequentes, advocatis insuper limitibus extremis +» et —x. 

Casu trium variabilium functio 7 in forma illam specialem, quam 
antecedentibus consideravimus, semper redigi potest. Sit enim: 

V=la u, + mo, -n2;03 + 2!’ 20; +Im'x;0, +2n'x2,%, 

ac supponamus, /’zn’n’ esse positivum; ubi /’n‘'n’ esset negativum, loco 
Y tantum —7 considerari deberet. Expressione illa ipsius 7 comparata 
eum sequente, 


V=Ans as + Amar FA%% + (a0 +90 + 0,05)’, 

















habetur: u nen {U m! 
= V(), = /(”), ,=y(- ); 
m'n' nl’ U’ m! 
A,=1— vs A=m——, Ah=n— 


m u, 
Hinc aecmatio cubica resolvenda fit, 
m*n’ n' U’ m’ 


else 1 17777 Vepamgen ar ZÄe abe7 Wer oo 











— m’! n’ 


euius radices ipso intuitu patet esse reales, quod olim nen nisi per amba- 
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ges a viris doctis demonstratum fuit, cum eadem aequatio sub forma ex- 
hibita esset sequente, 

0=(l—x) (m— x) (n— x) —!'l’(l—x) —m'm'(m— x) —n'n’(n—x) +2'm'n'. 
simulque patet ex illa forma, singulas radices positas esse inter binas 
quantitatum 

m’ n’ ‚De n'V U’ m’ 


P) m' 9 n' b) 





x, Fomen 


magnitudine se proxime insequentes; atque prout «juantitas 














„! ıy ’ m’ 
1 mn n 
+ Yl—m'n’ * m’ m—n’ Fi 
aut positiva aut negativa sit, aut tot esse radices positivas, quot e quan- 
titatibus ] m'n’ nv m! 
ee Mi, u > u 


positivae sint, auf numerum radicum positivarum illo numero unitate ma- 
iorem esse, ‚Hinc proposita aequatione superficiei secundi ordinis, ad coor- 
dinatas orthogonales relata, facillime diiudicas, an superficies sit ellipsoida, 
an hyperboloida continua, an hyperboloida bipartita. 

15. 

Supponamus porro, quod est alterum exemplum, functionem 7 
praeter quadrata variabilium adhuc constare quadratis duarum functionum 
linearium variabilium; sive sit: 

V= As m tt Ihm ....+ 4,0. % 
+[,2- +,» +... +8. +le, 28, +%,8%,+..ft0x,]. 
Quo casu fit 
Q,. = A,+0,0,+ 0,0); 
Q,, = 0,9, +0, %. 
Hinc aequatio $. 7. proposita: 
w, = 0,1% + %. tere lan ny 


haec fit: 
w—= A,x,F0,u-a,u', 
siquidem statuitur: 


uv= a0, 9, m +...+0,% > 
u = un, +0,%,+....t+er,» 


1 


Hinc habetur: 





8 


7 [wv,—a,u—«' u’). 


Quibus valoribus ipsarum x, in expressionibus ipsarum u, u’ substitutis, 
prodit: 
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w .„w " 
tet... +2 = Pu+Pus, 


4, 

a, w, a, ge a Un ex ’ 

A, Ar le a — =Pu+P,u‘, 
siquidem ponitur: 

a,a 

P=1-+ -- 

A, 


Mi a, a, a, a, An an 
PB — 1, + A, +... + A, p) 
ER a‘ a; a, a, a, ai 
Pı=1+ ri; E= y% +...+ De: 
E duabus illis aequationibus fit: 
w )y 
[PP ı—P, Pju = P,|% a rn a He +2] 


—P., Be + 10, +... pt 





An An 






































‚4 
a, WW, nWn 
[PP„—PPJu=P 7+® te] 
e, w, a g- WW, 
2 2 tt +22]. 
Substitutis autem valoribus ipsarum P, P,, Du, habetur: 
nn a (a, a’, — a,a,)”’ 


Mn a Er u re A,A, ’ 

















positis pro x, A valoribus 1, 2...... 
Valores ipsarum u, u’ inventos si in expressione ipsius x, Supra 


exhibito substituimus, prodit: 























WU, @, Pi Wi a, &, a, 10, A, W, An, 
[| a 7 > a Te .... 
x a, ART FR) Ar .r A, 44 " u. | 
12 a,P—a, R, [ai w, + a, w, =]. 
4, PP, ı—Pı P,) h 4, 


Oua aequatione comparata cum hac $.7. Se 


db, wm tb,,Ww ter. tb, W, 


EN Sta 


Q,9 .... Ann 





per eandem ratiocinationem, qua $. 12. usi sumus, obtinemus: 
2 +0, Oyzocer Ann 9 A A 5 [PP ı—Pı PP]; 


| a „P—2 
Me A, 4A, +»: 4[pp, pp a’, a,a,P,ta,a,P, «], 











—— a Fi 
Ä EEE | N) 
,=-— een  [e! a, P—(aa,+«‘, a,P,+a,a,P,,]. 
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Fit autem ipsarum P, P,, P, valoribus substitutis, sive x, A diversi sint, 
sive iidem: | 
aa +P—(ae,+e,e,)Pı+e, @,P,ı= 
aaa nn in), 
siquidem in summa assignata loco x ponuntur valores 1, 2, .... m. 
His praemissis, cum e $. 8., mutato A, in @,,— x, abeat 
SH0ılaneree Aun 





in 
T' = (GH1—x)(G,— x) oo... (G,„—x), 
habetur e valore adstructo ipsius Z + @,,ı @22 +... @,„,; mutato 4, in A,—x: 
TI (Gr) G—LX)...(G,—r) = 
a,a,+t- a, a‘, (a,a,— a, a,)” ] 
(A, — a) A—x)...(A,—x) |1+= A,— x Tata) . 
Unde determinantur G,, Gz .... G, ut radices aegnationis: 
ib a,a,ta, a, (a,a, --a,a,)” 
—1 + = A,— x 7 a (4, —x) (A,— x)” 
Porro statuimus $. 9. mutato a,, in @«,,— G„, abire b,; in BY}; unde 
casu nostro mutato 4, in #,— G,„, e valoribus ipsius b,, b,, adstructis 


habetur: 














m — _ (Ar Em)...(An— Gm) BR (a,a,—«a,a,)(a,a,—a;a, 
B (Au — Gm) (A— Gm) 0.0 T 0.0 r 2. A, —o j 
Quae formula valet, sive diversi sive aequales sint numeri %, A, cum mu- 
tato Z, in 4,— G„ expressio PP,,—P,P, evanescat. 


E valore ipsius B/”) invento sequitur per (33.) $ 9.: 








NER N. a’, — a, a,)(a, a, — a‘ a) 
am am Ar Em). (An— En), TH | 2 vu 7 
A,— Gm) Ai— Gm (G,— Gm) (GC, — Gm) ....(Cn— Gm) z 
quae et ipsa perinde valet formula, sive x, A diversi, sive aequales sint. 
Qua formula, postquam quantitates G,, per resolutionem aequationis alge« 
braicae adstructae determinatas habes, co@fficientes propositi determinantur. 
Eadem manet methodus, si functio 7 praeter quadrata variabilium 
adhuc quadratis trium quarumlibet aut plurium functionum linearium va- 
riabilium constat. 








16. 
Sub finem breviter adhuc agamus de casu, quo functio 7 gaudet 
forma sequente: 
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V=A,x% 14A,2,x0, + .... +4,%,2%, +22, (0,20,+ Zn + On Kam); 
sive in ipsa 7 praeter quadrata variabilium tantum unius x, producta in 
reliquas inveniuntur. Ad quam formam functionem 7 facile revocas, si 
pro 2—1 variabilibus problema solutum acecipis. 
Ex aequatione $17., qua quantitates vo, per x, exhibeutur, habe- 

mus casu proposito: 

w,—= A, x, u,%,; 

zw, —— A,&, In +92 +...+0,_%-5 
ubi numero x tribuendi sunt valores 1, 2 .... 2—1. Hinc sequitur: 














Fe ge”; [:v, — Q,%,] 5 
7 
qua expressione in valore ipsius zw, substituta, et posito 
0=4,— Hi an, — aa 
n A, A, u... a}; 
determinatur x, per quantitates vo, ope aequationis: 
EN IR ER 
\ n nm A, A, A,_M 
unde 
a, a, a,w An, 
0,=I.w— | — > 2... eo], 
Gh. Pi x A, n A, A, TR 


Qua aequatione et antecedente comparatis cum ea, qua vice versa quan« 
titates x, per 20, exprimi statuimus ; 


(2 + Tıı d3.2 .... Our) IT, — b.ı wm, 1 b.. ID, — .... + Din MD; 
obtinetur per eandem ratiocinationem, qua supra usi sumus: 
Et 192.0 EA) 











= 44... 4,4, an, met, 
ı 2 n—1 A, A, >: Ay 
A Me 
b,,=— 2 — .0,0,5 
x A} : 
0 v9. Kee 8 
mt - = 4 0,05 
Pr x Ex 
A, A BE URN 
b, „= — BR - .Qy, 


Bei = 4, A, en Annı3 
ubi numeris x, A valores conveniunt 1, 2 .... 2—1. 2 


Ex his valoribus sequitur mutato @,, in a,,—x sive 4, n A,—x: 
I=(6,—r)(G—x) ...(C.—x) 


\/ \ / \ a,a a A, Ani An 
= (A—x Am) Am) a — nd EEE |; 





Aa Ama Anı—ı 
unde sunt G,, ©, .... G, radices aequationis: 
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0= A — X Au 9ı wu Ie fe ... PER] size Futuna hf 
r A, — x A, — % A,„ı1—% 


Torre ro mutato a,, in Q,,— G„ sive 4, in d,— 6, prodeunt aequationes: 
| BY)= (A, Er G„) (A, 279 Ga). (Anı Ir G„) 

x,1 (A, — Gm) (Ai — Gm) 
14, Ber Gm) (4, BEN Gn)»» (Ani Zn Gm) 


> 





.d, Qj, 


Be" — 
nn Ir NG 
bi? = (4, er G„) (Ay— G,„) .... (A,-ı ey. G)s 
in quarum prima %, A sive iidem sive diversi statui possunt. De quibus 
fluunt sequentes: 
af”) == a,a) (A, — On) (A, — Em): (An-ı — On) 
(A, — Gn) (A, — Gm)" (G, Pr Gm)(G, — Ga) .... (Gn — Gm) r 
en N 
A, er Gm fe (G, = G„) (G,— Gnalır > (Gn— G,) 
a”) a) m — (A, gen Gm) (A, rs GB; ee er ar? Gin) 
(6, — Gm) (G,— Gn).. ‚(Gr — Gm) ü 
Unde coefficientes pr Ay fiunt: 
(0), um Gn) (A, 07 Bu): (A re; Gn) 
On ai. v@ 6 wer Gn) (G, rer G m). ..(Gn— Gn) ) 
a, ve — 6,)(A,— Gm)... (An-ı u us 
A— Gn (G,— Gm) (0, — Gn)....(Gn— Gm) 
Quae sunt formulae satis concinnae. 
De formulis illis sequitur etiam: 





x» 





al ın) 





al al = — 











un — 


(m) 
a) a, %, 
” ä-—6.? 
x m 


unde substitutiones adhibendae, guarum ope fiat: 
A, + Am 8... + 4,0,0, +20, (a0 + 9802 0 Ren) 
= G,Yıyı + @Yy2Y2 +++ Gr Ya Yns 
designantibus G,, G, .... G„ radices aeyuationis, 


0=A a,a, a,qa, An—ı An—ı 


— — 2 Are re >) 


A, — x A, BR Anı—& 
hanc formam concinnam induunt: 


(m) 9,7, TEGBL 2 Ni TER | 
Bi Sa Dr ae m ae re re 
posito: am — (A, — Gm) (A, — Om) +. (An— Cm) 














(65 6:)(0,— Ga) rn) 

Aequationem propositam, cuius radices sunt Gi, Er +: Or, vel 
ipso intuitu patet, radices omnes habere reales, easque singulas positas iu 
intervallis seriei: +9, Ay, Ar A = ©; 
siquidem statuitur 4 SED > A,-ı. | 

Crelle’s Jonrnal d. M. Bd. XI. Hit. 1. > 
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His transactis, iam demonstremus, quomodo per quantitates imagi- 
narias in usum vocatas de quaestionibus propositis algebraicis deducatur 
transformatio singularis integralis multiplieis; quam sequente problemate 
proponemus. 


Problema HI. 


„Statuatur, inter n—1 variabiles &,, &.... E,, guarum summa 
„guadratorum =1, aliasguae vı, Ur .... du, guarum summa guadra- 
„forum et ipnsa —=1, locum habere aeguationes huiusmodi: 











4‘ /) “ 
a —dı, See 200 FOR de = 
v n >n 
er: r t 
E— 0, SS — U, Sean? 
“4 Hua “ 
"era, 
Yy4 => 
> Ba Fr fa 
& —(4,5, 78,8, ...—— Ü, &,? 
” 5 ” 5 . ” . . B ” s 
ar) a)E — alr)& 2 am) 2 
„vd. — £ R ; 
a— 0,8, —U,8, 0.0 — On En 3 


„sit porro W data funetio guaelibet secundi ordinis variabilium &, 
Er +... &u5 proponitur, Fueganie, ee 


-2 &,08& 2 .„... IR 
>) n—?2 
ER W u 


„per dietas substitutiones fransformare in aliud huiusmodi, 


n-2 vv: din 
„ 5° 
Un—1 [GE — G, V, V, Pen G, V, UV, ..... Go Vn.1 wol? 2 


17. 
Supponamus, ipsi % tributis valoribus 1, ?.... 2—1, in formulis 
antecedentis problematis esse: 








1. 3 = [I Ye iv 
IC, Di Y x“) 


ubi 2=y—1. Unde formula 

Fra m... Hmm —=YiyıFYryr ter + tyra 
abit in hanc: 
2. 1— 5 &— & &— oo ER we 
Porro loco «, w a” scribamus "ja —ia,, a; quo facto e formulis, 
quae de substitutionibus in problemate antecedente adhibitis Auunt,. 


Yr ara, tea, + :....t+er"n, 


—— 


=” Yn 
tmr, D— Vz Vy—ı 110 U,_1 Unmı)e 








Yn era, tea, t una el”) R . 2- . ir 











1. C. G, J. Jacobi, de transform. integralium multiplicium, 35 


I e,Yı +«/y, +...ta"y, 
In tet te,’ 





habentur formulae: 

















v= a”) zn a en er Kane ad En 
5: re 52 ++. An Sn—1 f 
E N RE 
5 a— av — eve ar din. 
nec non de hac: 
Yn We De he u a Y, 
u Er = an tant.. tee 
fit: 
1 





4. mod une. u 
IOn 
Unde e (2.), habetur: 
11V v, —V,0, — em 
1. hin > TE Ta Bad On—1 Uni 


[« AV —aRU —r0 nn nel uni] \ 
Formulis (3.) et variabiles v,, ©, ....v,, per &, & e..« Euui et hae 
per illas exprimuntur. | 
Porro, si etiam A. designat numeros 1, 2 .... 2—1, loco Ay; 
Q@,ny On seribatur —@,;, 20,, a. Quo facto, si ponitur in problemate 
antecedente: 


® 
G—0, V, —64, UV, RT ame CUn—1 Un—1 











N 
Bis. F. 
V j 20,n%, +20, ,03....+2a,_, „X, Fa N 
Inn Se In In In 


due G,y9,9,+6; Y2Y.+:....4+6, YnYn 
len tet... tel y,]’ 
hic habetur, ubi insuper loco 6, seribitur G, 


>. a+2a&+ 2a, & +..+20-,&- +2a,,; £, & 


G—G, vv, V, Gr G, UV, ®, — nt Un—1 Vn—1 
/ 5: Er 757 5E ut) ar 3° 
[ee y,—ay,—.. ang] 











Functionem 7/7 videmus esse expressionem secundi ordinis variabilium &, 
Er o. +. &n-ı maxime generalem, quippe quae nec terminis linearibus caret. 
Per mutationes indicatas expressio 
+ Q,1@22 00. Auny 
(-N7z+a O1 2,2000 Ana naı 5 
de qua prodit I, si loco a, @j,5 @23 +...5 @yın. ponitur: 


e—ı, Qıt% Mıtr .... Ay-ı,n-ı T X- 


abit in hanc 





*) In hac expressione formanda loco a scriptum putes a,, alquae indicem (0 
u “ P] 
spectes tamquam n'“" indicem. 


5* 
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Quibus statutis, e $. 8. fit 
6. T=(E— a HE R—E) .... (Cuı—r), 
sive determinantur G, G, .... G,„_, ut radices aequationis 
a; F 
Deinde e formulis (40.), (41.) $. 10. determinantur co@fficientium u”, 








u 2... 0), quadrata et producta binorum per formulas sequentes, in 
quibus > designat numeros 1, 2 ..... 2—1: 
) al") al) — Gm j a) m) — Ki Gm N 
p Ö Ay) © Ay,x 
Ö Gm Ö Om 








Ya um — — R a) a") — 


da, da ? 
T. 








0G 0G 
20, u Gr Oe = au 
06 
au 


De formula (17.) $. 7. sequitur, per easdem substitutiones (3.), 
obtineri etiam: 
F,=[lets&: +.& +... +05] 
En le, . ıeı Lin, BE . ra, n—1 En 











8. 
m” fa n—1 Audi Mi PER er ... Pr Q.—1 er a 
i. @b— ENCERTEICACIFLREEE 2 — On En Ynot Ynmı 
Ber fe — ay, —e”y,.-. — al) Yn—ıJ" z 


Statuamus porro, in formulis problematis MERTERE = 1000 by, bun, b 


n,n 
seribi — db, ,; —ib,, db. Quo facto observo, ex aequationibus linearibus: 
aut au +..+ nl. =uw, 
aut 0,4 +..+ Ga Wamw,, 

a UF 0,1 1Uı tt Gain en = Wr 

sequi vice versa: 
(—1)"" u too .... ar m, = bw + b, wm; +... +5, w Way 
(—1)"' Ur ta OL. . MayEn = b; ıw + b,, ı W; r am r b, a Way 


(—1)"u12& +00... mb, Ww-+b,., wit. 0 P Önai,nı Wanne 
Hinc e formula (22.) $. 7. obtinemus: 
g, F,—=b—2b— 2b, eb, an +2 b,n&r& 


Gv,v, BR. v,v, Un Un 


1— 6, Gi &L, 











— (— 1)’ G, G, u... Ge. 





le— av, — av... aD, 4; ı° P 
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en 
I 


18. 
Relationes inter co@fficientes propositos, quae de formulis $$. 4. 5. 
traditis derivantur, hae sunt: 
2a a U DL f, 
| u, u U U N I, 


10. { “ N um N 
U, — U WU al a) =U, 
{ sER ‘ ’ ss [73 “ (n—1) n—1) 2 
0, — 0, — m ee VEN O, 
porro: 

| 0A m... dı em are 02 07 LK Ion ER U, _— +1, 

x) y'% )n(®) ( (z er 
11. y u, N) — a u IN, a) — —1, 
| N — UN — AN... — da 0, 
MD... aa = 0, 


Sit porro 
AT EL a.) u 
invenitur 
2: A +1, 
ac gencraliter 
13. AZtan ne tra al, ar, 

In qua formula si loco «, «”, «, scriptum putas a, a, a, permu- 
tando omnibus modis indices 0, 1, 2 .... 2—1 et pro m ponendo varios 
valores, permultas alias formulas obtines. In quibus signum anceps +, 
signo summatorio praefixum, fit +, si termini alterius summae solis coöfh- 
cientibus a” constant, fit illud —, si in terminis alterius summae inveni- 
tur co@fficiens hniusmodi «”, in terminis alterius coöflieiens «; ipsis 


x, A semper designantibus numeros 1, 2 .... 2—1. 
Addimus, e relationibus appositis sequi, quoties dentur ae«qationes 


lineares: 


u aw— vw — U" W — NW 


20 7 ER “ Wehe RW (n—1) 
U| ww, d, &, Id, .,ueas U, Way 


(n- 


FG 4 ““ 1 
Un-1 . On ww, — An ID — Un WW, ri EL” Da On Iw,.. {2 


fieri vice versa: 
aU— U OU, — rn — On Un 


R 
II 


‘ ‘ ‘ ‘ 
nu —- Un nn On Una y 


er 


u Er. -1) 1 
wo UN du. 


simulque esse 
uu—u,4U,—Urla “re — Dont Uni = VWO—W, WW, — WW, Was: mn w, 1 W,_ıs 
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19. 

Substitutionem propositam iam transformandis integralibus adhibea- 
mus. Eum in finem consideremus &, & +... En atque 24, 25 2... du, 
ut variabiles independentes, de quibus respective &,_,, v,-, per (2.) pen- 
deant. Ac primum posito 

Art N. AV OY ai Vans 
quaeramus valorem ipsius M. In exemplis, quae olim tractavi, casibus 
n—=3, n=4, in commentationibns eitatis inveni: 











1 £, 
M — 7 / > rg, 
a—U v—u'v, Vz 
M= ;& 
le— ev, —a'v,— ev] v,? 
unde facile coniicis, fore casıu nostro generali, 
M= Een 
[ae —a'v, —ae' vv... ad) u?" vn" 


At demonstratio ea generalitate non ita facilis est. Cuius in gratiam theo- 
remata quaedam generalia antemittam, quorum demonstrationem brevitatis 


causa supprimo, 


Sint &,, &:... &u—.2 datae functiones quaelibet variabilium v,, v, .... 


.... DV. , habetur: 





r “o r a\3 RER < +08: O£, o& 2 a‘ n 
C cı C & u... C nn = Fr Du ri eo, ODz sr OVn-ay 
ov, Ov, Ö Un 


in summa assignata omsimodis permutatis functionum £& indieibus, ac sin- 

gulis terminis praefixis signis per nofam regulam alternantibus. Quam 

notationem expressionibus similibus in sequentibus sine ulteriore explica- 

tione adhibebo. Spectemus iam &,, & ::-- ar ut functiones variabilium 

DV), Vo... D„_ı, ubi nova variabilis v,_, a reliquis pendet per aequationem 
F(&; &, .... &.-1) =(, 

designante &,_, et ipsa novam functionem datam variabilium v,, v2... v,_,. 


Iine in expressione 




















= + O8, O8, 08, 
für nd wor rn .. r ® 
ov, Ov, O Un? 
O Im . 
loco —- ponendum est: 
© Üy 
oF 
ÜcSonr V0en © Un ui C En O &m Ov, 
ev Ovn-ı 0% OV Otn-ı OF’ 


ubı babetur: 
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oF -7 QE oF 98 oF 0&-_ı 
dv, au Fa DE ruhbhke ne zum Ov, 
Qua facta ei PR SEN illa abit'in hanc, 
oF 
0-1 O8, o£, EZ 
SR 2+,, u dd 
Ö Vn-1 


sive habetur 
Theorema |]. 
Datis &, Er er» Eu ut functionibus ipsarum Vz Vz ser: Dy-ıy Sl 
inter variabıles ıllas datur aeguatıo 


F&,E 200009 Eu) as 0, 


erit 
> DEAEGE —(z+2& E0E, 98-1) Ov,Ov na 
OF dv. Ov, .... On Ez oF E2 
CZRR Ö Un—ı 


Addo, propositis inter variabiles duabus aequationibus, haberi theorema 

















simile: 
Theorema 2. 


Datis &, RR} ut functionibus Ipsarum V, Vz... U), 52 inter 
variabiles illas proponuntur duae aeyuationes: 


F(&, Erwer Pa) =(, DE, En &n) = 0, 




















erit 
0,0 ET FRRRN =(z+ + 08 O8, ze Ov,Ov, .... una 
oF 0 ÖF 9». Ov, dv, "dw OF ob OF 0» 
08, 6 1 On (lm OmAOm Od Otncı 
Et facile patet, ie haec ulterius continuentur. 
Fingamus, in theoremate 1. loco-2—1 variabilium &, & :--. &,_ı 


poni rn. variabiles 2,5 23 +... 2, loco 2—1: variabilium v,, ©, .... d,_ı 
n variabiles Yı, Ya +--+ Ya»  $Sint porro inter utrasque variabiles datae 
aequationes in Problemate I. propositae, Quibus statutis fit e theore- 


mate illo, advocata (7.) $- >: 




















0x,09x ee n OYy +... 0 a—l OY, OYy:...0 n—1 
= = (Z+tui a, na 55 a en za, 
O&n OyYn e OYn 
Sit Ä 
F =, +00... +%.%,—1 = YıyıtY:Y: tt Yn Ya —1 
unde 
72 RER PRBRORL-A. ABER 2 
"a 'n 


habetur theorema sequens: 
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Theorema 3. 
Quoties fit per substitutiones lineares, inter variabiles Es Er 0000 
0 &n QalgUue Yız Yı ++++.Yapropositas: | 
tee m = Yıyı tYY:---tYıyı; 
simulgue inter variabiles illas datur aeyuatio 
1=n,0 +2... .+%,%, =yıyıtYY: + YnYny» 


t: IR ARIRE- 
fi 0x, x, u... 0x. oy, OY, .... Yan 





a ® 


Kr Yn 
Quo infra utemur theoremate. 
20. 
His theoremata addi debent sequentia. 
Theorema 4. 
Supponamus, Eis Er +++: Ennı.dutas esse sub forma fractionum 





— 5. RRREE ..öier mE m 
„ Fi ae u? we. u ? 
72 ao nt nz L | Ä 
J S ı 05 05: Bin Brei) cu, Ou; Omi 
ui In 7 ini E .ye vr 7 .... $) 
Ov, Od, Ö Un u" Ov, Ov, Om 


ubi in altera summa inter indices permutandos etiam referri debet in- 
dex V seu index deficiens. 

Si in theoremate antecedente functiones u, u,, %, .... U, per 
eandem funetiouem £ dividuntur, valores ipsarum &, &.... &,_, inde non 
mutantur, neque Apahut valor NN 


1 + — ur Mm a) —,2 +u ED UT TR 


Unde deducis 





Theorema 5. 
‘ . u u u Un- 
Si loco functionum u, U,, Uyy «+... U,_ı ponitur 4, Fi, ri er m 


designante t aliam functionem guamlibet, expressio 


du, du, Ö in 
auge ztu,, 3u,'""" Iona 
abit ın 
ou, ou, Ö uni 
dv, Te RT 


Stu 


sive in differentiationibus instituendis denominatorem communem t ut 
constantem considerare licet. 

Theorema 5. iam olim casu n=3 demonstravi (Comm. III: de 
integr. dupl. Foul. X.) Theoremate generali infra utemur. Postremo hoc 
unum addam. 
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Theorema 6. | 
SinE U, Uy Uy oer. Un. expressiones lineares aliarum functionum 


w, Wi, Wy x... W„,, datae per aeguationes huiusmodi: 
‘ “ — 
u=a,vt,wtu,W,4 ....4 00. MO, 
(n-1 6) 10, 6 W, Ö ==) 


fit: 
ou, Si Olin—ı 
Stu ,— — ....©. = + . er ) — 


Observo, si lieh propositae essent z variabilium v, v,, ©, ..... ı 








DR ’ 


haberi similiter: 
Ow dw, e we) 


du ou, Oun_ı__ u (n—1) 
wa m (Etunan.. )(Er ge 
21. 


Applicemus iam theoremata antecedentia ad substitutionem supr 


propositam : 
‘ “u (n—1) r 
n—i 5 


a, — E.V, TU, U, —ı —Ü, 
L) 


& Are ı a; (ni) _. 
GG —& v‚,0& UV men. — a I) 





in qua supponamus: 


A + && t...7% Em AN ud l, 
unde e formula $.17. tradita, 
> ,v, 3U, ri. In Un — 1 
te 


fit etiam: 








VD, DV; + D, VD, eocH + DV. UV n—ı — i. 


Statuamus igitur: 
V, V, + V, V, u... -4- Un-1 l nel —— 1 


Ka iR ee | 
Cd #82 22 En an en. 




















unde 
BLBPRRR ®" OF Kia va 
0. eh rad 2 0 Age [e— av, —a”v,....— a" se ER: \ 
Hinc nanciscimur e theor. 1.: 
O8 08, An S+° 0&, 08, a un 
En ou, du; "Ada Un— i 


siquidem ponitur: 
ua en ar. 


Sit generaliter: 
u, m wa N) Yan 


ideoque 
Ü, 


& u 











habetur e theor. 4.: 
GE Ad -Ödner _ =(z +u du, ou, ae) Ov, Ov4... 0 Um 
Bu PET, DR Ola Te 
6 
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Jam si in theor. 5. ponimus: 
u = $, wm —VU;; wm, m — Ur; hin U m Vnn1y 





fit 
ow, dw, "Own m 
zw 00.00, On Cacr uns 


unde e theor. illo, advocata (12.), prodit: 


ou, ou | 
> + uU c u .... it — . e r (n=1) = 
u 1, Ö Un—1 AT ZEaa, a, nn u. 
Hinc habetur oinillet quam demonstrandam proposuimus 
5,08, int ui Aa 
ur Uni 











'"JABR\ 


Cuius ope habetur e (3. > € 8. ), (9: $ 12.: 
D Ov, 0, 2. On 


n-2 a Eo6 © Bi; .. Sn—?2 zum u 
F n—2)9 
& Un—ı [G — G, I Fa G, UV ı1,.,— Gr VUn—ı Un—ı] e 


a2 O8, © RER Be Pr Ov, OV, +... Una 
R | n—? Bun 729 
FRE | ie - Un—ı [6° 8 G; vv, G, UVy en Ga Un-ı Un-ı] i 



































1 ve ov, Ov, 0 Un 
[GG G j7” v | ! vv, V,v, Un—ı ar ; 
I G, .„.... . m n—1 a nn WITT Be a 2 
a n—  Baalas:  Appeggi - 6 


Quarum formularum prima est transformatio proposita. 
22. 
Addam pauca, quae ad naturam substitutionis propositae melius per- 


spiciendam facere possunt. Introducamus enim loco variabilium &,, & ..- 
0.9 En-ı alias x, 1, Kayer.+ Kun, quae ab illis pendeant per aequationes 


lineares huiusmodi: 


ame) Hr NE he FM 
statutis inter co@fficientes c’”’ relationibus talibus, ut fiat: 
"2 m a6 767 RER EG uE DOT ER Edi +&&+-.-.- + RER =|1, 


quas relationes e problemate primo ut notas supponemus. 


Sit porro :: 
„ea Mic., &%=Me ....; = Men; 


ubi poni debet: 
MM=uu +%%-+ ....+ 0%, =a0u—1; 


unde fit: a | 
u—uh—hi WETTE Ün--1 Un} — a—M x. 


E formula, 
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Ü— a mem x ....— (n—1) 


I ; 
Er wid, Va)? 





‘ 44 
C„— C, V, — C,, V, 0.0 Ca-1) Va 


ea — av — eV, ed y,_, 


sequitur: 








2 


Fit autem: 


= 5% +... +00, Meac+99+...+ 0,6%) 


sive 
| C = M; 
porro sı x non —=(, 


man" +c;, PL. + na = (al + 0, +... +0,10), 
sive e (11.): 


a a*) 


DR) zu 
M 





porro si m non = (), 











—n (m) n r 
„= ce", te "a, +...+ .c", «-, 
= Mfe”e, + ci”) ra Cat En=1] 
sıve 
Ca: 0. 
Hine fit 
\/ 'Z ns ee IMM or 7 
e— Cm, —C' vlt dy = a R — ud av... ut) D, |» 
ideoque 
l MM . 
To anen wurden Ua u, N Den 
x —, ’ 
M a — av, — a tv, N van 
sıve (n—1) 
14x _ a@+M: M— av —atn,.... — ad una 
IE. a av, — at vn... ed pn 


Introducamus etiam in locum Gnlabäliung Dis Dry 2... V„_ı Variabiles novas 
Y» Yın Y2 ++ - Yn-2, Quae ab iis pendeant per aequationes huiusmodi: 
„ze — “ —1) vB 
Ym = rei VO, + C, %, + .. .+ C% Dal ’ 
in quibus loco 2 ponendum 1, 2.... Mg quibus. pro m = 0 addenda 


aequatio: 1 
-y Ilm tasy...tawvnl. 


M+Ht« “ 1-+-r 
= an. Sir ite = (aM) 


porro, si zn designat numeros 1, 2, .... 2—2, cum sit („—0: 


His statutis, fit 





ideoque 


6* 
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nn 


Em Im 
1-+-x @a+-M° 1+y' 





Fit porro: 
1 = art re RE Fur Bar 





ideoque cum sit «aa — MM —1, 
0 = 1—yYy—YıYır.:— Yaı Ya 
Variabiles &, & +... &uı et variabiles v,, 2, .... v,_,, quae ae- 
quationibus satisfaciunt 
re t--  +raı nl 
vv + 1% 4+... +0,10 = 1, 
substitutionibus propositis exhibebantur aliae per alias ope fractionum linea- 
rium, si ita vocare licet fractiones, quae denominatore et numeratore linea- 
ribus gaudent. Jam si in locum variabilium illarum per substitutiones 
lineares zZnfegras aliae introducuntur X, X «+. Kr. et YYı +ıı0 Ymıy 
juae et ipsac satisfaciant aequationibus: 
act 00 t+. tra = 1, 
yy-+tyıyı tt Ya. Ya. = 1; 
demonstratum est antecedentibus, substitutiones illas semper tales statui 
posse, ut relationes, quibus variabiles novae aliae per alias determinantur, 
hanc induant formam simplicem et elegantem: 
20 Y. oe, we 2 Wann 
a a Tr hei de Ri 
designante a = - ner factorem constantem. Idem casu 2=4 in com- 


“ı 





mentatione ceitata (Vol. VIII.) demonstratum invenis. Casu 2= 3, formu- 
lam similem dedit Cl. Gau[s in comm. deferminatio attract. 


23. 

Adhibitis substitutionibus, de quibus problemate 'primo actum est, 
functioni /7 formam conciliare licet simpliciorem, de qua producta e binis 
variabilibus conflata abierunt, | 

W=4+A4shtrheit: rt An En Fan 
+20, +2%&+-...+2%-1&-: 
Quae expressio prodit ex expressione ipsius 7, $. 16. proposita, 
V—= As m + 49m r...+ 4,0, Fr sr tar... + 0, %-1)) 
pouitur rursus 





..» > ne 
si in fractıio einge 


Ky 


In 
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porro loco A, Az .... A, ı seribitur — A, , — A, 0... — A,; loco @,; 
03 2... Qu, autem 2Q,, 20, .... Za,_,;5 denique 4 loco A,. Quo facto, 
e formulis $ 16. traditis sequitur, si rursus G seribimus loco G,: 

(2 — G) (0 -— G,) . ... (0 — Gn—ı) — BT a, a, Q, A, An—i@n—i, 
(4,+2)4,+2)... satz) ” = 9 A ge a 10 5 Br 
sive G, Gı »:»» G,.. esse radices aequationis: 











ae a a, a a, a, An—1 An—1 
0=xr A+zrat22. ta 
Haec aequatio certe n—2 radices reales habet, easque singulas positas 


in ıintervallis seriei 
— A, —A, ...o —A,-, 


siquidem A,> Az... >A,-ı- Reliquae duae radices aut imaginariae aut 
reales erunt, eaeque, ubi reales sunt, utraque simul aut inter — x et 
— A,, aut inter — A,_, et + positae erunt. 


Ponatur, ut supra, 
Ym — Iv„ i 


Yn 


ac loco a”, «{” seribamus 20”, & Quo facto sequens formula, quae 
de formulis $. 16. traditis fluit, 
































a,%, dr a, An—1In—ı Pr 
EL a a ar Re Anı— Gm 
Yn a r An—ı In— wir , 
A, gen a + er» ge re G, Bi 
abit in hanc £ 
a, € a,$, An—1 Sn—ı 
V am) . +Z7 1 Z,+ en 7 A, E: baue “7 m Gm 
n — a& r ’ 








Dr _ u An in 
tg TII+G 
in qua, ubi de valore ipsius «{”” $.16. tradito fluit, fit: 


a") V(- te en Fe) Ent 
(Gm — 6).(Gm— G,)....(0" — Gn-ı) . 
len VeSFA) (CHA)... (C+ A) 
MVUG-EII0-WT..10=0.,)/ 


Quae facile ita quoque exhibentur: 

















u 45 a,a, a,q, AA  _ 
= treten) 








a,a, Ani An—ı ) 
® 


= Ve EHI TIEHN) 


Hinc, ER 
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un. V- St A644 2.64 Am Gn—@:0n— 6... GnrnGı) 
ne Gn+4,. Gnt 4; ...e er G—6,.6—G, ..:s.. Gn— Gn—; 


a ad An &n=1 
a 4: %.7 ++ + Gm Ze Zur a; 


b 











4 1 Sı _®%S2_ 3 2.3 An—1Sn—1 
+76 +6r24t60 ze 
designantibus G, Gi, Or «+. Gy. radices aeguationis, 


UAn—1 Un 


0= 2—A+ SIE FRE en 2 rd, 








habetur.: 





Fi E66 +08 
nm 
Sn ı[2 +4, 8, 8, +4; 8,8 S2 1. + An-ı&n-ı &n-1 +2(a, &,+a, Eee tanıdn)]? 


rn © V®, ) V, .... 6) Un? 
n—2? 
Un—1 IG— G, V, V, van G, V, V, u... "m Ga Uni Un—ı] 2 


inter variabiles &, Er + +++ &n—ı nee non inter variabiles v,, v5 :... Yun 
existentibus aeguationibus: 

U SU SW SER u El, 

vv Fr I dp... + v, 9%, 1. 
Casuni huius transformationis 2—1 ==? tractavit Cl. Gauls in Comment. 
Determinatio attractionis etc. 





Observo, ad aequationem 


== yet ME 2,4 aQ,4; ah Uni Ani 
eh A ee 


perveniri etiam, ub} propositum est, datam functionem 77 redigere in 





formam sequentem: 


Wo wi (71 + 91&ı)” +(r+ 02& ut (Prei  Ine1 Enei) 


Ouod ope aequationis inter variabiles % Er 22. En Stabilitae 


SE 2 ine a nn II. A; 


effieitur hunc in modum. 


Addita enim datae funetioni 7 expressione evanescente, 


Heat .... + .-1&—1), 


habetuı 


A—2=PpPı + PaPpr «+ PamiPa-ı 
+ A =; HAMM... CF An = Yan Inmi; 
2a, = Pıfı, Ga PrQ2 rer; An = Prmi Pnmi* 
Unde illa prodit aequatio, 
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» er 4 


A—x "u +4, u... oA, 


Cuius ope determinata x, habetur 
7 = Tan tre+mäl+ reg tvVet me] 
re ra +Va+4] - 


Unde videmus, ut data functio 77 modo reali in formam propositam redi- 
gatur, radicem x, si fieri possit, ita eligendam esse, ut quantitates 
aA, ct A, .... +4 

omnes positivae evadant; sive aequationis propositae radix x summenda est, 
si qua datur, inter —4,_, et + posita. Quae ubi datur, observavimus, 
alteram quoque aequationis radicem inter eosdem limites positam inveniri. 
Unde functioni J7 forma assignata realiter conciliaeri aut non potest 
aut binis modis. 

Eadem ratione realem. semper invenimus solutionem eamque uni- 








cam tantum, ubi propositum est, functioni 7 formam creare sequentem, 


F=(mntnia)t+(lrFt 98:4 (Pm+ Im Er 
— (Pnrıt Im+ı En+1) — (Pm+2 # Im+2 m4+2) 0 (Pacı + 9-1 &-1)); 


‘ 


designante 2 unum quemlibet e numeris 1, 2.... 2—2. Scilicet hanc 
formam induit expressio autecedens ipsius //, si aequationis propositae ea 
radix pro x statuitur, quae inter — 4, et — A,„;ı posita est; (quae sem- 


per datur eaque unica. 
24. 


Si funetionem /7 iam exhibitam supponimus sub forma: 
W == (Pı + 9ı &) + (P2+ 92 2) et -1- (Pr-ı -L In -1 Er, 
fit aequatio, cuius radices sunt G, Gy .... G,_: 


I, ı 41 9ı 2 ER 
mean nn HERE + 





+ Pr—1 Pr—1 In—1 In—ı 
+ In—ı In—i 
Cuius aequationis una radix est c=(, sicuti fieri debet, cum eo casu 


expressio hate 1) 


datae functioni 7/7 addi non debent, ut formam propositam naneiscatur; 
quippe qua iam gaudere supponitur, Radice <= 0 eiecta, aequationem 
(n—1) gradus obtinemus formae simplieis: 











Pı Pı Hi Pz Pa Pr—ı Pn—ı 1 
+ + In—ı In—ı i 


s+g4 +90" 
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Cuius radices, siquidem 9, > 92 :+->9.-ı; POsitae sunt in intervallis seriei: 
—0(01{Jı1 —I2IJ2y ++. — In-ı1(n—13 x, 

Erunt igitur radices omnes reales, earumque certe 2—? negativae; reli- 
qua aut positiva aut negativa est, prout expressio 

Pı Pı Paz 92 n—1 Pn— 

Detrae Ten 
aut >1 aut <1. Ceterum e $, 12, sequitur, aequationem illam (r—1)\ 
gradus eandem esse atque aequationem, ad quam devenitur in problemate I,, 


si statuitur Ä 
Y= [mM&ı+P28#2:...+ pn a&Xn] 
— [1, 9ı %ı%, + 09292 &2%2....F+ RR PRRe N In] 
Demonstravi, si funetio // forma proposita gaudet, eandem formam 


altero quoque modo ei conciliari posse, Observo, quod faeile probatur, 


expressionem 
BE ıbR,,, DR kn 


919ı 92 9: In—ı In—1 
pro altero modo fore >1, pro altero <1*). Unde alterutrum semper 
supponere licet. Pro altero enim modo, quo // formam assignatam in- 
duit, Ps 9m funt: - 











Pm Im 
V(c+gm qm)? v(c+ Im Im)s 


unde expressio illa fit: 








P\ 9ı P: 92 B;; Gt 
(+ gı 91)' r “+20 En (+ -ı In)” 











BR ven PıPı P2 P: Pr—ı Pn—ı 
arbne ler 91)” r +4,94” + (2+ yn-ı en 
quod aut <1 aut >1, prout x positiva aut negativa, sive ex anteceden- 
tibus, prout expressio illa aut >1 aut <I1. 
Casu, quem consideramus, habetur porro, si zn designat numeros 
1, 2,2... Reel: 
10. (Gm 6) (En— 6). (Gm— Gr-ı) 
RT (Gn+9 1:) (Om 92 92) +++ +(Gm+ gr—ı qn-ı)? 
RT RR een AR 
(G-+a, Yı (G-+9: g).+.(C + g-ı In-ı) : 
Qui ut reales sint valores, statuenda est G, G,, Or, »-.. G,_ı; hoc est, 
quoties expressio 





ad == 








%\ 


Considerationibus similibus pro tribus variabilibus factis in quaeslionibus ce- 
leberrimis de attractione ellipsoidarum superstruxit Cl. Ivory reductionem puncti at- 


tracti externı ad ınlernum. 
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PıPı Pı Pa Pn—ı1 Pn—ı 
91 9ı 1; re In—1 In-1 
fit >1, erit G radix positiva, qua eo casu aequatio proposita gaudet; quo- 
ties expressio illa ft <1, erit G=0, 
Habetur porro aequatio identica: 
(2 — G) (x — G,).... (8 — G,-ı) 
(+ g9ı qı) (+ Ye 92) u... (X > In—1 In—ı 
ı Pı 91 Yı 2P2 4292 In-1 Yn-i Yn-ı Int 
Bennett EEE HEBER y utneat 
Qua differentiata et posito post differentiationem x = 6, aut = G, erui- 


tur, si valores ipsarum 4, &n, &@ advocamus, 

















1 ERER <a de + P2P2 92 92 + Pr-1 Pr—1 In—1 In—ı —1 
mem (mtl)? (mt) (m gan gueı)? 4 
a — 1 Pı Pı I: 9ı — _PaP2 9292 __ Pr-ı1 Pn—ı In—1 In—ı 
@a +4” C++ Car) ° 
Quoties igitur G=0, fit 
I _ı1_Arı_PPp,,,,_Pmip-, 
«a 9 %% In-ı In-ı 
Collectis antecedentihus, casu quo supponitur, quod licet, 


Pı Pı P2Pz Pr—1 Pr—ı 1 
9: Iı r 92 0a ” In—1 In—1 < ’ 


si insuper scribitur —x, — G,, loco x, G,, habetur theorema sequens. 


























Theorema. 
„Proposita functione 


Fette +rRrtrEeI. trat); 


in qua statuitur: 
aan Erst &r&aerre + Ennı Euı =1, 
„porro supponitur: PıPı ı PaP: Pn—1 Pr-ı T 
” 9, Iı r 92 Qz Mi In—ı In—1 < 
„int G,, G:, ..-. G,_, radices aeguationes : 





Pı P: P2P2 Pr—ı Pr—1 
en! 3 Ser a 
„guae omnes erunt positivae; ac statuatur : 


v( Pı Pı Tı 9: ir ' P:P2 92 I2 _ A © Pr-1Pr—1 In—1gr-1 __ 1) 











= 1, 





























„ Gm — I: 11), Gm — 1292) (Gm — In—ı In—ı)" ‚v, 
Y(i—BıRı _ PaP,,,, — Be Po) 
91 9ı 92 92 In—ı In—ı 
1 u Pı 9ı 8, a Paz 02 5 TeruE Pr—ı In—1 En 
En Gn—g19: : Gm 7 TR ae in, 
Pı Sı P2 Sa Pr—ı Sn—ı 
RR uch ala var 
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„erit etiam: 
„U, Vı E- U lV5 10. . +v,_ı DV. = 1 s 
„ac habetur transformatio integralis multiplieis indefinita: 


n—? 08 0... 0.5 





’ 


> n—?2 
. &n—1 kp, +8: ++ 98)... + (pt 5°] 


—— er Ov, Ovg 2... OUn2 „ 
Un—1 Ic, V; U; +6, V, U, ... + Bi. Un—1 so n 


Addo, si integrale propositum extenditur ad valores omnes variabi- 

lium &, &> »+++ &u-1, qui satisfaciunt aequationi 

£&, £, + 2 & ....t Em IR =|1, 
etiam integrale transformatum extendi ad valores omnes variabilium v,, 
Dy5 0.0» Un, Qui satisfaciunt aequationi 

vv, + V,V,....+9,_10.N = 1. 

Applicatis quaestionibus algebraicis, quas problemate I. suscepimus, 
ad transformationem singularem integralium multiplieium: iam «quaestioni- 
bus illis maiorem conciliemus generalitatem, proponendo binas simul func- 
tiones quaslibet homogeneas secundi ordinis per substitutiones lineares 
transformandas in alias, quae solis variabilium quadratis constant. Quarum 
functionum altera in problemate I. erat summa quadratorum variabilium, 
ideoque iam carebat productis e binis conflatis. Quod igitur problema con- 
siderari debet ut casus specialis problematis, quod sequentibus proponimus. 





Problema III 


„Datas binas quaslibet functiones V, WW homogeneas secundi or- 
„dinis variabilium &,, &, +... x, per substitutiones lineares huiusmodi: 


„»Xcı — Byı +Biyz...-+Ri”yn; 
„X. — B: Yı +PBy:-.:tR”y; 


Mi 


„Lu — Puyıt Bry::-- . 


+ Pi Yn ’ 


„transformare in alias varlabilium Yıy Yay * +++ Yan» 


„F = G YıYı + Gr YaYa:- +++ GuYa)as 
HV= H,yıyı + Hzyıy:- ... + A ,yYaYa» 


„guae solis varlabilium guadratis constant.” 
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25. 
Functiones /, 7/ designemus hunc in modum 


V = 2Zu,,%,%; 
x.) 


VW = = b,, X0,%X,9y 


x.) 


quibus in summis numeris «x, A valores omnes tribuuntur 1, 2 ....n. 
Statuamus porro 


at Bambi 
ita ut termini in x,%, ducti, ubi *, A diversi sunt, in functionibus illis sint 
20,1%, 013 2b,,%,%« 
Supponamus, e substitutionibus propositis vice versa sequi: 
Y=W m +28... +0,%, 
yp»=u'xn, +a,0r2...+ 0,0, 


y=ın)z, Fu" x,..+u”’x,. 
Quibus expressionibus variabilium Yı, Ya ---- Y„ substitutis in aequationi- 
bus propositis: 
V= Sau CKı = Guyıyı t @eyaya + CaYaYas 


W= Elan = Hıyıyyt Hyıya.H+ Hıyyı, 
singulos comparando terminos naneiscimur: 
9, Er =G,u.,u6+ 60,0 ...+ G,a”’ay”, 
b,,— Ha, + A.azay ....+H,u af”. 
Determinantur autem co@fhicientes «;”’ per co@llicientes substitutionum pro- 
positarum P{”’, uti facile patet, per formulas 
2. SEHE. Hat 
Va LdLEAPB»D....+a”ß (m 
in quarum postrema %, A, diversi supponuntur. Hinc ARE e (2.): 
Ada, +HP®a,n....+ PP a, a, 
nd Ba Hl 
Unde posito brevitatis causa 
5. Hr.a,.— Gib... = I, = 12 


1. 


x',x) 


6. INP@LIZPD... +2 PR = 0. 
Ouae formula, posito 1,2, .... he %, suppeditat 7 aequationes se- 
quentes: 


habetur e (4.): 


7?’ 
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AL + INP® ....+ 2 00 — 
ap + IP .t+JI 18 Bd — in 


12) Bm 120, 7 ‚+ 10 KER 


De quibus aequationibus eliminatis BP, P® .... PP, habes aequationem 


conditionalem 8. 2419... 0, 
De qua aequatione valorem expressionis 

G; 

H;’ 


per resolutionem aequationis algebraicae r" ordinis eruis; cuius radices 

omnes obtines, ponendo e \ valores 1, 2, .... z. Hinc si statuimus 
I... = Ha,u.— Gbyus 

habetur aequatio, respectu ipsarum G, H identica: 


9. Z+1,.F2: oo dan 
=2H+ Qj1Qa2 am — 5) (7 =) . (H- ==) 


G 
— Et buabaaree: bu. (Fr — 6) Ge)... (GE). 


2 
E quantitatibns autem G,, 7, alteram semper pro arbitris accipere licet, 
quippe quarum rationem tantum problemate proposito derterminari, facile 
patet. E quibus cum etiam 7, innotescat, e quibuslibet n—1 aequatio- 
nibus, de aequationibus (7.) desumtis, obtines rationes, in quibus sunt 
a a, AR 
per ipsas /Ü), rationaliter expressas. Unde ipsarum A” valores facile de- 
rivantur. 
Adnotemus adhuc formulas, quae e (2.) sequuntur: 
10, amt ne tan Cu yır Yet ne” Yas 
b, 1%, +b,2%: Tr b,nCn = H,a,yı+ H,0,y2 + .... +-H,)y,. 
26. 
Eadem methodo, qua in problemate I. usi sumus, co@fficientium 
Va A 
quadrata et binorum producta de formulis (7.) derivantur. Supponamus 
enim aequationes 


















[et Mu... Mu,= Br 


(2) (A 2 


2 j i 
7a Bu... Dunn, 
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de quibus vice versa sequantur: 
IF Mt KM... + AÄN=uErHNIM.... I, 


19. KRw, + Ki), .... + K—=w3+ +19 19 a, 


PERS ... ziß Ku, SHIR,. EN 
ubi ex iis, quae in problemate I. adnotavimus, fit rursus 
K,u rn K,xv 
His statutis, fit per eandem ratiocinationem, quam $, 9. adhibuimus, 
13. BRAD = po, 
multiplicatore >“ eodem manente pro omnibus valoribus indicum x», x’. 
Cuius ut eruatur valor, observo, per substitutiones FUN haberi e (1.) 


5 o;. PB Pd — Pre 
14, u, > 
Zb,.PP PO = 7 


%,%' 
porro ubi A, A’ sunt numeri diversi: 
20... BP = 


en =, „PEN =0. 


Unde iam habetur e (13.): 








G; H, 
A) — PR 
16. P = au, KU), 77:5 Ve „u KO, 
%,x' a x, 
27. 


Alium modum determinandi quantitates 2PPR%, nancisceris diffe- 
q PO 


rentiando aequationes (14.) secundum constantes a, ,, bu. 
nes U, 7/7 aflıciunt. Eum in finem observo, fieri e @): 


| >53 Ay }. ‚AR RB) — 22 (PP? za, ) = — 26, 2a d PD, 
x 


‚ quae functio- 


%,%' 


\23,.0 PPPP=2E(PPEL.)=2 HZ. 


\*, x 


17. 


Unde habes, differentiando (14.) secundum a@,,, b,.: 














9 6ı ARM LY OEL P 
da =P, 2 +? G,Za; da “ 
OH: _ 2H, Zap 
Oa,x dayx? 
18, An ES 
En a) (A) 
u, RN an 
oH;, NUM Na n da 
eh er +24, Zu) 7; 


„* 
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porro, quoties x et »’ diversi sunt: 














06, 
es _— 2PPPDLIG, zu se 
H; 
m zum, 
19. ” Ian 
fr u op 
Ob, rei 26; 2a) 7 er 
oH; 


— 2P@ RD +2, zum 2 


P4 
* by De 





Ob, 


E (18.) sequitur: 
20. gapn — HdGı—-Gı0M _ GOM—HröG, 


H,ca,. G,ob,. 
e (19.) sequitur: 








21. pW A ae H; 06G,— 610 H} >> G oH,—H;,06;, 

2 AH; c Ay,x' 2 G; Oby,nt B 
Ouae sunt formulae quaesitae. E quibus videmus, etiam hie, uti in pro- 
blemate I. magis speciali, unica formata aequatione 2" gradus, cuius radi- 


ces sunt G; 
H; ’ 


totum confiei problema. Videlicet per differentialia partialia harum quan- 
titatum, sumta secundum constantes, quae alterutram functionem proposi- 
tam afficiunt, statim habentur e (20.), (21. ) quantitates 

Pr BRD, 
unde per extractionem radicis quadraticae ipsi substitutionis propositae 
coefficientes BY’ prodeunt. 








28. 
Valores expressionum 
H, Ö G;—G;, 0) A, 
“ ° [2 G;, - - « . 
de aequatione, euius, radices sunt 7, ; nvenimus hune in modum, Sit 
A 


brevitatis causa: 


(23 u .. IT, 
22. Ein @ıı 2 Aun = A, 
St byıbyeeee nn = B; 


est e (9.): 








». 1= 4(n_S4)(n— 8) ...(u— 8) 
eg (- ’) Ge) (G ); 


quae aequationes respechu ipsarum G, H identicae sunt. De quibus, cum 
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sequatur: 





A . 7 
24. BTHH,. „.„ H„’ 
simul statuere licet: 
95 A = G,6G2....G,, 
a 


Alteram enim quantitatem ex iis, quae $. 25. diximus, ex arbitrio acei- 
pere hicet. Hinc aequationes (23.) magis coneinne exhibere licet hune 


in modum: 

26. 7 =(GHA—H,C)\@%&,H—H,G)....(G,H—H,G). 
Differentiata hac aequatione secundum G, H, a,,, b,.., ac posito post 
differentiationem G=G,, H=H,, provenit: 


oI ol | | 
— = = Zn l ee .... n aaa 7 G; 
27. 1186 FERRIT (G, H;h—H,G;,)(G, H, — H,G;) (%,H, — H,G;,), 
quo in producto omitti debet factor evanescens 
G,H,—H,G;; 





porro fit: 





H,06G;— G6;,0H;, 






































(- 4 =(6,H;—H, 6))(6, H;—H, Gi) .... (G, H;—H, 6G;) = k 
28. d 2 WE s ed 
| 0 z H, 066: — 6; 
/ = = (G,H;- H,6,)(G, H;—H, G;).... (6, H;—H, 6G;) — nen Da EnN. 
0 b, a ’ ’ * Oo by,x. 
sive e (27.): 
ol ol 
H,0G,— 6; OH, PR dayz ii O a, y 
Qu, = —H, 6 u — 7] ya 
99 0G oH 
Js \ aI 31 
H,8G,—G,dH, __ he: |; bu 
oO Dan’ rn — MH, 01 ne G; Ey; * 
9G oH 
Unde habetur e (20.), (21.): 
01 ol 





G; day, kr Ude H, od by,x 








(a) rad) sun 
Be Pr u Tel: Are a) 
oH 0G 
30. oI oO 





G; 20 a, bebaion HA, 20b,x. 








DA — nn 
ß; R% Tu. Hı; ® 91 G, v 91 ° 
oH 0G 
Quibus formulis collatis cum (13.), (16.), colligitur : 
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01 

SH m Zur KU), N} 

Tre | 

36 = _2 bu... Ki, & 

31. H 2 
OÖ 2 01 
H;cda,, ee Ob,x _ Ky, ’ 

01 oI 








rk 
a nz Al. 


2 H; 0) An,x' € 2 G; 6) by,x 


Quibus in formulis, sicuti in antecedentibus, post differentiationem ponen- 
dum est G=G,, H=H,. Fit porro e (16.), (27.) (31.): 





‘ (13 1 
vr A | 
ideoque (G, H,—H,6G;)(G,H,; —H,G;)....(5,H; —H, G;)’ 
Ka). 








33. O% RB = — 
(G, HA, — H, G,)(G, H,—H, G;) .... (G,H)} — H, G;)‘ 
Docent formulae (30.) unica formata aequatione Z=0, cuius radices 


G, G, G, deterkn; . . . Ba le He 
DH. m, (eterminari etıam ıpsos substitutionis propositae co@fh- 
cientes X. 


29. 


Alia formularum systemata memoratu digna hoc modo inveniuntur. 


Statuamus: 
34, 5 X + 0,2% .. +0, =; 


b,1%ı +b,: Deo. byn XL =VU,, 
de quibus aequationibus vice versa sequantur hae: 
(z+ G,1@2,2 0... A, = Az, = A,ı + Ay: RER +4,. Ins 
NE+b,, b22 0. 6, n)&, = Ba, = b,ıvı + B.2V2....+ 0. 
Fit autem e (10.), (34.) etiam 


36. ee 
5. H,yı tt. Aryzıe.. +02, HA, y„=v,, 


39. 


de quibus aequationibus dedueitur: 
7. EBD nt BDtn HER, 
Hy,=®u+ß"tu..tß”v. 
Substituatur in his aequationibus: 
y„=Wa+ ra RE ui Yu A 
quo facto de iis porro deducitur: 
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E 


Be 


4‘ 


Ah tft. Pa) + 


Prater. +1); 


RS Er 


2 





38. 
2, = Bann Yuan + Bu vr) 


ei vu + v%..+Pßv)+ 


A . 
H PP, +Pß% ’D, .... no V„)» 


Quibus formulis comparatis cum (35.), prodit: 











Au, _ Be map 
39 Fu L + = ze 
| ET, BE Amen 








2 ++ tr ED“ 
Si in his aequationibus per Wi Fllen a exhibemus coeflicientes 
nec non quantitates «,,., quod fit per formulas (2), aequationes illae iden- 
ticae evadere debent. Afficiuntur autem co@fhicientes £f? omnes eodem 
denominatore Sta u'....a. 
Unde si expressiones (39.) sub eundem denominatorem redigimus, ac de- 


nominatores in utraque aequationum parte aequiparamus, colligitur : 
Pr A= rn =[£ +0 0)...” G, 6.....6G,;, 
' AB=Zrb.bnn. bt ne TA, Ar,...H,. 


Unde etiam sequitur e $.9.: 














n G,G, .... Ga H, H,...Hn 
4. (Z+tß.ıß2----Ban) = v ._ B 2 
De formula L 2.6... u. u 
A sem B 


per considerationes similes is, quibus $. 5. usi sumus, aequationem (9.) 


via directa derivare licet. 


» . pr B r » (x) 3 
Sequitur e (39.), posito Au, m loco a,;, b,,, simul &”, 6,, 
1 1 


u. 0 a { 
H, abire in P/”, 6.’ 8,; unde etiam 4A,B, A,., Bu, BP nz 





41’®B’ 


x) 
Gy, bu, & abeunt. 
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IV. Theoremata varia de transformatione et determinatione 
integralium multiplicium. 


30. 

His breviter annectam varia theoremata de transformatione et de- 
terminatione integralium multiplicium, quae aliam adhuc docent applicatio- 
nem quaestionum algebraicarum propositarum, atque in Problemate II. de- 
dimus. Eum in finem antemittimus, quae sequuntur. 











Supponamus 
! 1. atmen... +, =1, 
sitque 
x x x 
=: — un — — m .» nn — - 
In &ı b) In & ’ .. %, = En ; 
facile probatur, fore: 
Pr O8, 0%... ER o& ö 3 . dE | n n nr 
a4 In 1 . n =x, 8,0, Osx-i» 


Sit porro: 


mn zn m;5„- 
1 n nl 
4 £ — = D — - D. ei a — ) 
» 1 My 19 &, Mn 29 ® ® &, —1 Mn 1 n—1) 








designantibus m,, n,, .... 7m, constantes: fit e (3.): 


„ Im BR. Or. MM Myr00.Mı OV, OVz 20: On 
o wen 
In 








Ey 
Im? vv, -Pm? v,v,.... 4 m3_, Un Un + m}]? 
Sit rursus: 

6. Yıyıtyrnyre.tYyy ml, 


atque 


[2] 


BR £ F Yn—1 
. va, va, 2... wu, 
Yn Yn Yn 


habetur eodem modo atque 3): 





oY, OY, .... OYn—ı 
Yn 
qua formula substituta in (5.), prodit haec formula memorabilis : 





= y"ov,dv....-00,.15 


8 Oo X, 0x, ... oO nl ENT n, m, eo... My oY, OYy, .... Ö Yrt 
° ICH 








Yalmi yıyı +m3y, 12... m2 ya Yn]? 


Habentur autem e (2.), (4.), (7.) inter variabiles x, , &,, .... x, et Yıs 
Yay »:r« Y„ relationes sequentes: 
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Pa mp yp 
‘p — Fr a , “ i 4* 
Im yıYı +m;Y:) art Maya Ya] 
Xp 
Yp = h* 
9 - [2 X, Tz | 
nn ..0» 
& PIm,m, ' m,m, Mn Mn 
mıYıY  tm2Y +m:yıy = - 
.... —— 
ıYıYı 22 Ya 2 2. 2% m... In ne 
m, m, m,m, MM, 


Si variabilibus &,, &%, .... x, valores omnes positivi tribuuntur, qui aequa- 
tioni (1.) satisfaciunt, variabiles &, & .... &,-, valores omnes induunt a 
O0 usque &, et vice versa. Simul variabiles v,, ©, .... v,_, valores omnes 
induunt a O0 usque ©, ideoque variabiles y,, Ya --.. Y„ valores omnes 
positivos, qui aequationi (6.) satisfaciunt. 


31. 


Determinemus pro limitibus assignatis integrale 


10. 8 2 OX,08X, +... 0 &n-ı uf 5,08, 2222 O Ennı 
[ } — ®e 
In 2 
[1+& 8, +38: +) 2 


Eum in finem integrale sub eadem forma exhibeo, quae pro n=3 usi- 
tata est, ponendo 








x, = cos®,, 
x, = sin®,c0sQ,, 
x; = sin®, sin®; cos®;, 
1l. 
%,, = sin, sin®,.....sin®,_,CosQ,_,, 


x, = sind, sin®; .... sin®,_, sin®,_,. 
Quibus statutis facile probatur, fieri 


Ö .... ex ® > 1 n s . 
12. 2 - - = sin”°9, sin", .... sin du OP EPz .... Dani) 


uti iam indicavi in commentatione anteriore supra citata (Vol. VIII.). 
Integrali (”—1)tuplo inter limites assignatos sumto, anguli ®,, ©, .... © 





nl 


a 0 usque > extendi debent. Fit autem, quae sunt formulae notae, 


1.3.5... m—1) n 
J. un pp = 9745654. 2m: 2° 


z ®  2m-+i — rat ad 
f- sin PP=F,7.. Amen 


Unde, guoties n est numerus. par, eruimus 








8 * 
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n 






































a (a 4 1.31.35 1.3..@5).1.3... (n—3) 
— N\2/ 2'2.4°2.46 2b. .a—4) 2.8.2..(n— 2) 
2 24 2.4.6 2.4...i(n—4) 
3'3.5'3.5.7°" 3.5... (n—3)? 
sıve n 
ST\2 
13, = 2) 
n (nm 2)(n—4)...2* 
Quoties vero n est impar, fit 
n—1 
5; (pt 1.3 1.3.5 1.3....(n—4) 
RE 2'2.4"2.4.6 "2.4....(n—3)’ 
2 2.4 2.4.6 2.4....(n—3) 
3'3.5°3.5.7°" 3.5...(n—2)’ 
sive m 
7 2 
14. S= 2) ' 


32. 
Invento valore ipsius 5, habetur inter limites assignatos valor in- 


tegralis:: 
le OYı OYz ++... On Ss 
15. ln m ; 


In Im} YıYı tm; Y: Yacht mayn ya]? 
quae magno usui est formula. 
. 2 2 r} 2 
Ponamus in ea m’-+x, m,+%, »..+.; m„-+x loco m’, m}, .... 
en e Mm; fit: 











16. Je OYı OYz2 sr. OYn— 
Ynlac-+ m; Yıyı IE ol 





— VI@+n? Ta HR (+ ma)]" 
Qua secundum quantitates x, 772,, N, .... n, differentiata, alias varias eruis. 
Ducamus (16.) in dx, atque integrationem novam instituamus a 
x=0 usque ad x —= x; quo facto, prodit haec formula: 


eilt F .... Tu 
17. AR 0y,0%, oY 1 . 
2 2 u — om 1 
Yn[m? yı yıt mi y2 Y2 +++. mi Ya Ya]? 


0x 





_ 272 





7: VKe+mi) (+ m3).+. (e+ma)] 
De qua, advocata & etiam hanc deducis elegantem: 
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18. u: ox, —— en ai 
fe ER I en 


m,m, m,m, Mn My 





r— Mm, My. ‚mn dx 
a ce mern 


h Erg 1 
sive posito — loco 77,, ac deinde — loco x: 
mp P9 c 

n—1 x, 0x,» .. . On 
LCh|m) x, x ee wire. Mn nn] 


0x 
zs/" VIORmTEHRE SD me 


—. 





19. 





—? 

S N x? .dx 
Vle@+m)@-tm3)...(etma)]? 

Quam formulam ex eh esse censeo. Generaliorem nanciscimur 


modo sequente. 
Sit X functio quaelibet ipsius x, quam iteratis vicibus a x=x 


usque ad x=a ie" sit porro 
= =f-, x" X0x; 


n—2 





habetur nota formula: 
20. 1.2.3 ....D Rd gt = K—peX,n tm %X,— ...o ta’X,, 


ubi 
p(p—1).. “priom 
Fa 1. 3. .m 


Ste=x, p+1< 2° porro statuatur: 








FR x=/" OY, OYa +++ Yn—ı 
Yalz+ m} Yıyı TmiyaY: en ya 
Ss 
— YIcac+ m?) (2-+m})....(2-+mi)]? 


eruitur, +1 vicibus integratione facta a e=x usque x=x: 


91. p+1 Kort— gti OYı OYz 11: Ya at 
(n-2)(n-4) ... (n-2p-2) ? r ei 
In [c+mi y, Y ‚tm; Yayım +m, Ynynl 


_ —p,%X-ı+P:82° Xo....taP x, 
1.2,3....Pp e 














siquidem des : 





au am ox 
SS, Vie )@e+m:)...(e+mi)] 


De qua formula, posito <&=0, ac scribendo p—1 loco >, nanciscimur: 
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71.23. Nm EP PREIS. FEB 
(n—2) (n—4)....(n—2p) 








22, - 

In [m} MNEMYıfı eo. m, Ynynl? Hs 
Pr PAAOxr 

— - | 

7, Vlet+m)(&+tm3)....(e+ma)]' 

De qua formula per (8.), (9.) deducis hanc: 























23 2°.1.2.3....(p—l) see, 0x, 0x... On 
* (n—}?) (n—4)....(n—2p) x [# a 28 + > 
" Lm m, Mm, Be Mn My 
=s/f mn, op 0x 
o VIetmct m?) ....(e+-m})]’ 
do — | deind 
sive etiam, ponendo u — ... — 0060 My, May ++ MN,, ac deinde 
1 | 
— loco x: 
WA 
04 P.41.93...,62-H) fy OR On ran Omi 
“  (n—2) (n—4) ....(n—2p)« x [mia x, tm? x,x, ...tmian u)” 





” aPp10%x 
ch s/ V [(1+ m? &) (1m? x)... mi] 
er A 
Bu. x 0x 





Jo Ve ...(2+m2)] 
In formulis (22. — 24.) suppositum est, esse p numerum integrum >O 


atque < > Ubi z est numerus par, formulae (22.), (24.) eodem re- 


deunt, dummodo loco p ponitur Sp Ubi 2 est numerus impar, docet 
comparatio formularum (22.), (24.), sufficere, ut sit 2 numerus integer 
>0 atque <r; quo statuto, utraque formula inter se convenit, posito 
— — p» loco p, dummodo co@fhicientem numericum, posito 22 =9, exhi- 


_ 


bes hune in modum: 











2P.1.2.3..(P—1) __ 2, (ga— a —#).. I hd ma 
(n—2(n—4)....(n—2p) WER I ’ 
tribus productis continuatis, quousque in numeris positivis ie. 
33. 


Integralia simplicia, quibus in antecedentibus integralia (”—1)tu- 
pla expressimus, exhiberi possunt, etiamsi quantitates m), m, .... m, non 
explicite datae sint, sed ut radices aequationis algebraicae r" ordinis. Cuius 
obseryationis usum commodum in sequentibus videbimus. 
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Integralia (2— 1)tupla ad valores tantum' positivos variabilium 
%y 0yy X, extendimus; in sequentibus integralia ad valores earum exten- 
demus omnes, sive positivos, sive negativos, qui satisfaciunt aequationi (1.): 
2 FF %...+2,%, = 1. 
Ouam rem ita intelligimus, ac si loco integralis 
! m x, 00, A 


AnS(z,; I, ine)” 








ponatur summa duorum, 
ni 0r,0%, On “ao or, or, BE : FR 


a un F(&, 5%, 0 Ami, Kr) zuS(R,; X, de ie)? 
in quibus statui debet 
or = yv(l— nm — 080 0 In KCne1))y 
valore radicalis semper positivo accepto, ac variabilibus &,, X, :+. +» Au-ı 
valores reales cum positivi tum negativi tribuendi sunt omnes, pro quibus 
2 Fa. + RX lo 

Adhibeamus iam substitutiones, quas in Problemate I, proposuimus, e qui=- 
bus cum fiat: 

2 Fr... = Yıyı -Fyıyır.- -F-YaYn3 
pro limitibus assignatis integralia etiam respectu variabilium y,, Ya ++: Y„ ad 
valores earum omnes extendi debent cum positivos tum negativos, qui aequationi 

Yıfyı tYyYyo+otyıyı = 1; 
satisfaciunt. Per quas substitutiones transformavimus in Probl. I. functio- 
nem homogeneam secundi ordinis variabilium &,, X, »..+ X> 
Y=z 0,2%, % 


“ 








’ 


’=6, Yıfı F G,Y2 Ya .... + GrYayae 
Demonstravimus porro in Probl. I. $.19. theor. 3., iisdem substitutio- 
nibus adhibitis, esse 
dx, IX, . ed &nı — oY, OY, .... OYn—ı 
In Ya . 


in hanc, 








Unde fit: 








95, een ETRRRER 2. 2 GE Dali | Oyı9Yarr- OYamı 
x Kn Ahr In [6, Yı)dı + G, YaYar'* + G. YnyYn]” 
Supponamus, functionem 7 pro valoribus omunibns variabilium x,, &35 :-- 


... x, valores tantum positivos induere, sicuti ex. gr. locum habet, ubi 
Y proponifur tamquam summa complurium quadratorum functionum linea- 
Fium ipsarum X, Xy5 +++. X,’ quo statuto, mecessario quantitates G,, Cry ++: 
... G,„ omnes erunt positivae. 











28. ai 
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Observo iam, si in (25.) integrale (2—1)tuplum extenditur ad 
variabilium Yı, Ya5 - +» Y„ Valores omnes cum positivos tum negativos, 
pro quibus 


Yıyıt YYı- ++ yıyı = 1; 
integralis valorem esse ?’tuplum valoris, quem induit, ubi ad earum va- 
lores tantum positivos extendatur. Hinc posito m = >; e formulis (25.), 
(15.) nanciscimur: 


96 Pd Odin. Den Ins 
: = 710,6... 60? 


Zu[ < Gr ch] * 
B) 








sive e formula (18.) $.7.: i 


27 m. DE,ÖR, +. On PEN 2"5 
” Er. i 
FL - V(2+ Q1,1Q2,200.. @n,n) 


En (2 a, 0x x)” 
‚d 








De qua formula, dilferentiationibus secundum constantes 2, ; institutis, rur- 
sus innumeras alias deducis. 
Vocemus I expressionem, in quam abit ipsa 
SS H0, 102200. Anıny 
ubi loco @, 15 @53 »... @,„ seribimus @,ı 4%, @2 + %5 ...- @nn tx. Quae 
ab expressione I’ $.8. proposita eo tantum differt, quod loco x scriptum 
est —x. Unde e formula $. 8. proposita fit: 


T=(#+6)(*+ 6:):...(e+6G,). 


Hinc si in formula (25.) ponitur m = > —p, m=p, ubi p est numerus 


integer > o atque <<. habetur e (22.), (24.): 


en 


je 0X, 0%, .... On __ MP(n—2) (n—4)....(n—?2p) S ad 2.27.20 








- IRT a 1.2.....(p—1) .ıJ/ 0 vT u 
In -A,% 0%,)° 
— —n-1 


TO Bayer. Anoı __ AP (n—Üla—A)....(Ra—2p) g fer 
= Fi: 


In (2 92,1% x) ae; 1.2....(p—1) 














Quae formulge eo maxime se commendant, quod integralia (2 —1)tupla 
proposita ad integralia simplicia absque ulla aequationis algebraicae reso- 
lutione revocantur. Ad generaliora adhuc pervenimus modo sequente. 


34. 


Posito 
u +22...+,% =1; 


elementi 

















Den 
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02, 02,...: I Zul 


Zn 
quod designemus per 0Z, expressionem generalem per alias variabiles 
antemittamus. 

Sint z,,; 325 +++ 3, datae functiones aliarum variabilium /,, &, 
+ Zu, erit 


Oz, Oz, ER \ 
„0Z= er z+7, ot, Ta en)" Or dlz u... Olmız 


siquidem sub signo summatorio indices ipsarum 2), 22, .... z, ommnibus 
modis permutamus afque singulis terminis per notam regulam signa idonea 
praefigimus. Si expressionem illam iterum ducimus in z,, atque simili 
modo expressiones omnes 2,2,0Z exhibemus per differentialia omnium 
praeter ipsius , variabilium z,, 2, +... %., quod fit ope aequationis 
2,09, +2,92,...+23,03, = 0 

qua unius cuiuslibet variabilis differentialia per reliquarum expriwnuntur: 
nanciscimur, summatione facta: 


z 0 hm D 2; ER 
20. az Aalen dm (24 SS, Cut )an82..26., 


Zn BE 
sub signo summatorio ipsarum z indicibus 1, 2, .... 2 omnimodis permu- 
tatis. OQuae expressio generalis elementi 0Z per alias variabiles et prop- 
ter symmetriam, qua gaudet, memorabilis est, et saepius commode adhi- 
beri potest. 





b 


.e.“ 








Supponamus, variabiles z,, 2.,...z, datas esse sub forma fractionum, 
Yx 
> 
ubi fieri debet, 
tt = Yıyıt YaYa-+ tr YnYn3 
sequitur e theoremate 5. $. 20. proposito, fractionibus illis substitutis in (29.), 
in dilferentiationibus instituendis denominatorem £ considerari posse ut con- 
stantem. Unde fit: Zi: } 
Yı OYa Yn—1 
30, Oz, Ozean Ö Zn ad (2,5 öt, om ey) 31,08, er Re 


Zn e" 
Expressionem huiusmodi 


3 + Oy, OyYn-ı 














I Fe, 98, "In?" 
haud difficile probatur, non mutare formam, nisi quod in constantem du- 
catur, si per alias variabiles x,, &,, .... x, exprimitur, quarum sunt y;, 


Yay «++. Yn functiones lineares, datas per formulam: 
Crelle’s Journal d. M. Bd. X. Hft. 1. 9 
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vv =". Fi" n.. tax. 
Scilicet his substitutis valoribus, habetur 


dy, 8%, Oyn—ı 
31. S+ d, 21, u... Tuer, Yn 


Ö n— 
— (+0 00) (S zı5 nn). 


In hac formula, z variabiles &,, x, .... x, consideramus tamquam func- 

tiones 2—1 variabilium £,, 25 «+... £,.15 unde inter illas certa quaedam 

aequatio locum habere debet. Quam si statuimus, 
Far... = 1, 





fit e (29.): 
ox, dx, Ö An 
(2:7 Pf RP. 
unde habemus e (31.): 


32. (=+ 07,020; LET TORE Ru; 


x, 0x,» ... (u 
En 2 





2) At A > 














ot, ot, Otn—ı 
= (Etajai... a rn dEn, 


Quoties igitur 
sat 2 2:...+ 3 2, 1, 
2,0 +0... +0 1, 
atque dantur 2), 225 zer» Zn PEr Kıy Kay +++ &, Ope formulae: 


m aa, ax, tan, 
TER > 


t 





ubi fieri debet: 
t= (ws tom... tr) + 
atnr..+%%), + 
(iz, +” x. Lara, Ys 
habetur formula: 
33, Gala de re RE EA 


Zn r nt” 








“ 


Substitutio adhibita ita comparata est, ut variabilibus x,, &,, ... 
.. x, tributis valoribus realibus omnibus, qui aequationi 
0 tn... +0, = 1 
satisfaciunt, variabiles 2,, %, -... 3, valores reales induant omnes, qui 
aequationi satisfaciunt 


ss ı 2 2:... +32 = 1, 


ac vice versa. 
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35. 
His praemissis, sint coefficientes «a{ ideoque (quantitates y, eaedem 
atque in Problemate III. adhibitae. Et cum in problemate illo quantita- 
tes H,, A,,.... H, arbitrariae sint, ponamus omnes —=1. ÜUnde fit: 


= 0,18% = Gi YıYı tr Or YrYa.-.-+ 0. Ya Ya» 


IR? Sa. A GGn ee van YıYıF Yıyı-:+0 0 Yayas 


quarum aequationum postrema suggerit: 





t=W, 
unde 
ET 
ee 
ideopue 
= GG, 4 +2, 2...+06,2,%° 


Fit porro e formula (40.) $. 29., ubi ponitur A, =H,...=H,=1: 
(Ztalat....u®y = Etbubarreec bin: 
Unde formulae (33.) suggerunt : 























de du Oxn-ı__ RR TRRROREN 7- Dr 
7 p)» 
24 UV? Wwr” vie ne uff? 16, m ER zu:,]P 
34. ö 
it x, 0X, au OXn-ı__ Ö —, fe) So wer Oro IR 
an, Year TyR S- EN 
\ Re pp? n en men. ,2,+6, ze. t6, En zu]? 


Hinc, quoties » est numerus integer > (0 ao El 5 habetur e (22.), (24.), 
siquidem integralia proposita ad valores variabilium reales extenduntur 


omnes, qui aequationibus 
2,0 +00: u... + X2.%n = 1, Zı S + 23,3, u... + 2,3, = I 























satisfaciunt: 
| 1 dar arm rn _ MP (n—2)n—4).. le) S ren | 
35, f PR 7; pr 1.2.3... (p-1)(Z+b1,1 82,2... Dun)" Ka: G,)ae+6,)....(24 Gn)] 
vl dar, Oz dan _ 2 n—2)(nd).... (np) S ‚o dx. ap-i 
J En p? pP 1.2.3... p-1 (tb, ET „vle@+6)at62). 04 Gn] 


Quas formulas observo alteram ex altera prodire, functionibus 7 et 77, 
sive quod idem est, constantibus o,, et b,, inter se permutatis, ac posito 


- loco x. Jam si in Probl. III. $.25. (9.) ponmus H=1,G=—ı, 
g* 
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sequitur, posito 
I, = d,ı + bu, 2) 
fieri 
Zt 1.22 dan (Ztbuban....b,,)acH+G)cH6G:)....(cH+ G,). 


Qua expressione substituta in (35.), habetur theorema sequens valde generale. 


Theorema. 
„Sit 
i T 3 — 0,2 En b,i X, 
ubı 
0,2, Arx9 b,ı = bir 3 


erit, designante p numerum integrum >O ac <> 





ni 0x, 0%, 2... On 
p 7 ar pero 
In ( 2 a2, % x) ( = bu,1 %x x)? 
#,% #4 








PP(n—2)(n—4) ....(n—2p) sf” FE ee 
1.2....(p—1) o Ve2tlıba....In) 
integrali (n—1)tuplo extenso ad valores reales variabilium &,, Kry +: :- &r 
omnes, gul aegualioni 
a Fr 2X... +2,20, —=1 
satisfaciunt, ac posito, ubi n par, 


rn 


a\ 2 
D% 








m r—2)(n—4)....2° 
ubi n impar, 
n—1 
\ 2 
Be 





RAR Ha—H....3 
Etiam hoc theorema generale ea insigni gaudet proprietate, ut inte- 
grale (2—1)tuplum revocetur ad simplex absque ulla aequationis algebrai- 
cae resolutione. Qua fit, ut per varias differentiationes, institutas secun- 
dum constantes @,,, 2,1, de theoremate illo tamquam de largo fonte in- 
numera alia facile decurrant theoremata. 
Ceterum supponimus in theoremate apposito, functiones 
Z0,1%,%; 5 Zb,1%4%1y 


x,. #,% 
pro valoribus realibus variabilium &,, x;, .... x, neque evanescere posse, 
neque adeo negativos valores induere. Alioguin enim integrale (”—1)tuplum 
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propositum aut in infinitum abiret aut adeo imaginarium foret. Hinc 
probari potest, etiam quantitates G,, Gr, : »«- G„ omnes fore positivas, 
quod et ipsum in antecedentibus vel tacite supposuimus. 

Si in theorematis antecedentibus ponitur 2=3, habentur theore- 
mata, quae in Commentatione nostra Tertia de Integralibus duplicibus 
(Vol. X.) promulgavimus *). 

His addam aliud theorema, quod e theoremate $. 24. proposito 


fluit, si loco —1 variabilium &5 &5 «... &,.ı ponantur n variabiles x,, 


%y ++. %,, simulque in formula (24.) statuatur 2 impar atque p = a, 





Theorema. 
Sit n numerus impar, ac suppponatur: 


PıPz 1 PaPa Papa 
Ä m IE er f 
erıt 





dr EHER Le m 
[at rt tet 
0x 


ne1 
2.#° 














RN 
et 5 | i PıPı P2Pr PrPn 
Maus | )Jo Vleetz, 1) +49)... (@+0.9) (1- + 249% ton 


2 
integrali (n—1)tuplo extenso ad variabilium &,, &, »» . . x, valores 
reales omnes, gui aeyuationi 


2,0, + 2.%; “u... + xr,x, = 1, 
satisfaciunt. 


Serib. d. 23. Aug. 1833. 





*) In commentationis citatae formula postrema, quae tiheoremati apposito re- 
spondet, typothetae errore loco V’(x X) positum est V(X). 








I 
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2 
Über die Zeichen der Mathematik. 


(Von Herrn Dr. Schellbach zu Berlin. ) 





% Rh 
Um den Gedanken gleich an einen bestimmten Gegenstand zu knüpfen, 
stellen wir hier die einfachen Rechnungsarten zusammen. 


Addition ab E \ 
\ 5 e 


C |—— 
Subtraction | » 
c—b a 


Multiplication ab = c | 4. 
2 
Division " 

r- =ı 6 
Logarithmirung x =ct 7. 
ı 
Extrahirung oe —=b\ .... 8 
Potenzirung ik... Pc N 


Das Zusammenfallen der Rechnungsarten (2.) und (3.) in die Sub- 
traction, so wie (5.) und (6.) in die Division, erklärt sich aus der Gleich- 
gültigkeit der Summanden und Factoren; in der dritten Gruppe, wo die 
Gröfsen a, 5b, c verschiedene Bedeutung haben, sind auch die Rechnungs- 
arten gesondert, welche durch sie bedingt werden. 


Die Nothwendigkeit der Bezeichnungsweise des Potenzirens und 
Extrabirens zeigt sich darin, dals jetzt weniger mit der Grundgrölse selbst 
operirt wird, als mit dem Operationszeichen, d. h. dafs die Rechnung mit 
Potenzen und Wurzeln auf eine Rechnung mit ihren Exponenten zurück- 
gebracht ist. Der Gedanke bietet sich von selbst dar, auch die Logarith- 
men durch eine schickliche Bezeichnung diesen Vortheil genielsen zu las- 


sen; daher ist statt der unvollständigen Formel 
log a =c 
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a 
x = ® 
b 


die Gleichung 


entstanden. 
Die Wahl einer divisionsförmigen Bezeichnung der Logarith- 
men rechtfertigt sich wohl dadurch am besten, dals 
(a—1)— la 1’ +3le N’—.... 
B—1)—- 236-1’ +3 —1)'’—.... 
der Logarithmus von a für die Basis 5 ist. 
Der Satz vom Modul wird dann auf folgende Weise geschrieben: 





a b a 
10. xxx 
b k k 
woraus sogleich folgt: 
ab abc ab d 
11. BE 
a b a bca b cda 


Nennt man in der Gleichung (7.) « den Logarithmandus, 5 die Ba- 
sis und c denLogarithmus, so läfst sich (11.) durch den Satz ausdrücken: 
In einem Producte verschiedener Logarithmen heben sich 
gleiche Basen gegen gleiche Logarithmanden auf. 

In dieser Form ausgesprochen, prägt sich der Satz (10.) vom Mo- 
dul dem Gedächtuils auf der Stelle ein, weil er hier mathematischer er- 
scheint, als in der gewöhnlichen Weise. 

Man hat aulserdem folgende Verwandlungen: 


m 


n 


IS} 
al- 


a a” 
n b" 


b” b' 
Auch hier zeigt sich der Vortheil einer divisionsförmigen Lo- 


garithmen -Bezeichnung deutlich. 
So wie für die Multiplication und Division verschiedene Bezeich- 


nungen beibehalten sind, weil sich manche Formeln auf die eine Weise 
geschickter darstellen lassen, als auf die andere, so kann man auch aus 
demselben Grunde für die Logarithmen noch eine zweite Bezeichnung 


einführen. Es ist nemlich ganz gleichbedeutend 
axb und a.b 


12.» Z 
n 


xa 
x 
MR 


= 


a 
y und e:5 


eben so sei es mit 
und @:5 


xR 








72 2. Schellbach, über die Zeichen der Mathematik. 


Sind Logarithmand oder Basis zusammengesetzte Gröfsen, so wird 


man die letzte Bezeichnung anwenden, also den Logarithmus von a +5 
für die Basis c schreiben: 


(a+b):c 
Dieser Bezeichnung wird man sich ebenfalls bedienen, wenn der 
Logarithmus von einem Logarithmus genommen werden soll; also drückt 
(a:b):c 
den Logarithmus von @:b für die Basis c aus, 


Durch diese Bezeichnung wird nun auch die formelle Auflösung 
der Gleichung 


ee =c 


den übrigen mathematischen Operationen analoger; denn so wie man sie 


sonst in Bezug auf «a gewissermaßen multiplicationsweise auf 


löste, durch 
l i j 


bb. Bi Ar 
ee’ =c’ dh.e=e?: 


so löst man sie jetzt in ähnlichem Sinne divisionsweise auf in Be- 
zug auf 5 durch 


Der nächste Fortgang von den obigen 9 ersten Gleichungen ist 
durch die Gleichgültigkeit der Anzahl der Elemente ao, 5, c gegeben. 
Sind diese ohne alle Beziehung zu einander, danıf entwickelt sich aus den 
aufgestellten Gleichungen die Buchstabenrechnung. Treten sie aber nur 
in die einfachste Beziehung der Aufeinanderfolge, so müssen wieder neue 
Zeichen gewählt werden, die sich an die schon vorhandenen anschlielsen. 
Hier sind nun zunächst folgende wesentliche Unterschiede der mathemati«- 
schen Zeichen festzuhalten. 

1. Entwicklungszeichen, Zeichen, die aus der Entwickelung 
der Mathematik selbst entstanden sind, ohne welche überhaupt kein wah- 
rer Fortschritt dieser Wissenschaft möglich ist. _Sind die ersten dieser 
Zeichen gesetzt, so ist die Form der folgenden auch schon bestimmt. 
Wegen der Einfachheit der ersten mathematischen Üperationen wird der 
Willkür in der Bildung dieser Zeichen auch kein grofser Spielraum ge- 
blieben sein, und wir überzeugen uns bald von der Nothwendigkeit und 
Richtigkeit derselben; bauen wir also auf ihnen fort, so sind wir der 
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Festigkeit unserer. Grundlage versichert. Ein Blick auf die oben aufge- 
stellte Tafel lehrt, dafs schon in der dritten Gruppe die Formen der bei- 
den ersten wieder benutzt sind, wie z.B. bei den Bruch-Exponenten und 
Logarithmen; denn dafs sich hier die Bezeichnung durch log sehr fremd- 
artig ausnehmen würde, leuchtet wohl hinlänglich ein. 


2. Abkürzungszeichen, Zeichen, bei denen es nur darauf an- 
kommt, das Wesentliche einer Formel, also das Veränderliche, vom Un- 
wesentlichen, dem Starren, Unveränderlichen, zu sondern, und in einem 
Bilde zusammenzufassen. Hier hat die Willkür schon bei weitem freieres 
Spiel. Soll z. B. der 4 Binomialcoefficient der n'* Potenz ausgedrückt 


werden, so kann dies geschehen durch z;, oder (z,%), oder (2); oder 


auf eine beliebige andere Weise, wenn nur die Elemente 2 und & in 
einem Ausdrucke abgesondert dargestellt werden. Solche Zeichen haben 
den Werth, dafs sie deutlich hervortreten lassen, was das Wesentliche 
eines Ausdrucks eigentlich ist; aber ihre Organisation stellt sich in den 
einzelnen Fällen oft auf die mannigfaltigste Weise von selbst dar, kann 
daher auch nicht Gegenstand dieser Abhandlung sein sollen. Unter die- 
sen Zeichen können nicht leicht inconsequente vorkommen, wohl aber 
unter denen der ersten Art. 


Bei der Bildung aller Zeichen ist der Grundsatz wichtig, nichts 
durch Buchstaben zu bezeichnen, was durch blo[se Stellung, 
oder wohlgar schon durch Zahlen ausgedrückt werdenkann. 
Man giebt also die Folge der Coefficienten in Reihen immer durch Indi- 
ces an, und bezeichnet Operationen nie durch das hingeschriebene Wort 
derselben, oder durch dessen erste Sylbe oder ersten Buchstaben; denn 
diese werden sich fast nie der Rechnung unterwerfen lassen, und ge- 
rade die höhern Theile der Mathematik sind eine Rechnung mit Rech- 
nungszeichen. 

Den ausgesprochenen Ansichten gemäls, gehen wir zur Bildung 
neuer Zeichen fort. Man bezeichnet eine Summe von n gleichen 
Grölsen a durch za oder 


atr-a+e te +...t+oe = na 
Demgemäls setze man nun die Summe der z verschiedenen Grölse: 
l. +. +. +; + ...+0e,_, = n]e, 
Die Summenzahl 2 giebt an, aus wie viel Gliedern die ganze Summe be- 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XH. Hft.1. 10 
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steht. Dem Summenzeiger « müssen nach und nach alle ganze Werthe 
von O bis n—1 beigelegt werden. Nimmt man die Reihe rückwärts, so 
ist auch 
2 +, +: +%+...+0,., = nle,,-.: 
Wäre z.B. zu summiren 
O+1+2+3+...+(2—1) = nfe, 
so ist, mit Rücksicht auf (2.), 


n|o = ar —1—0) = ala) —nle, alRe—nin—i), nje =) 


z, 

An dem Gliede z|(2—1) der obigen Gleichung, welches nichts an- 
deres als n(2—1) ist, zeigt sich, dals die Summenzahl z wieder zur Be- 
deutung eines blolsen Factors herabsinken kann, und eben darin ruht 
die Nothwendigkeit, die Summen auf die angegebene Weise zu bezeich- 
nen; denn wenn‘sich ein Begriff aus einem allgemeineren entwickelt hat, 
so mufs er dessen Bestimmtheit noch mit an sich tragen, und es ist klar, 
dafs dies hier wirklich mit dem Begriffe der Summenzahl und dem all- 
gemeineren des Factors der Fall ist. 

9 3 

Diese Summenbezeichnung ist also nur ein consequentes Erweitern 
der Bedeutung des Factors. Eine eben solche Erweiterung der Basis 
einer Potenz zur Basis einer Factorielle, hat zuerst auf die wissenschaft- 
lichste Weise der Herausgeber dieser Zeitschrift, in einer Abhandlung des 
VII. Bandes derselben, eingeführt. 

Wir entlehnen von ihm die Bezeichnung 


l. ala+tk)(a-H2k)....(a+rk—k)=(a,+%)" und 
1 


(a—k)(a—2k)(a—SIk)....(a—nk) ugs (a, +4”, 








und dehnen dieselbe auch auf das Product 
2. Ayl@ploglzeer a = Mr 
aus. Eben so schreiben wir 
Sf +NfacHt?2y... Setrry—yY)=f',+y) 


und auch 
1 


(L—a,)(1—a,)(1l—a,)... .(1— a.) 
Die Grundsätze der Binomialcoefficienten lassen sich dann auf folgende 
Weise ausdrücken: 





un ( l— G,,41) 








,+1 


,-+1 





3 m.m—1.m—2...m—n--1 MR (m er fer er __m.m—1 m—2...n-1 


SR ST, PORRER 1.2.3...m—n ” 
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1", (m, — 1m 1,—1\" 
. tree =-CHr) 
ara)” nl „—1 R — ir? ng „—1 * 
. a Al 
n,—1 m „—1)\mv „— 1\’ 7v, — 1\ı m 
6. GH) Fr) I; Ger (=) 
Die Formel (6.) erscheint hier vielleicht zuerst; in ihr und in (5.) 
sind die angegebenen Vertauschungen der Elemente oft von Nutzen. 











Wir schliefsen gleich noch ein brauchbares Zeichen an, um das 
blofse Vorkommen oder Auftreten von nr Grölsen Qu, Qıy Qay «..: Q,_, 
anzudeuten; dies geschehe nemlich durch 
7.  n!az 
Dem Zeiger ö werden alle ganze Zahlen von 0 bis n—1 bei- 
gelegt. Also eine Function von Xu, Xı5 X23 «+++ X, wird ausgedrückt 
durch f(2!’x;5). Diese Bezeichnung erspart oft viele Weitläufigkeiten. 


Ferner bezeichnen wir die Combinationen ohne Wiederho- 
lungen zu je zn der Elemente a,, @ı, @25 ».-: Q,., durch 
8 (m,n!a;) 
und die Combinationen mit Wiederholungen durch 
9. [m,r’a;] 
Es finden bei dieser Bezeichnung bekanntlich folgende Formeln Statt: 
10. (m,s-+1!n4sF0)= (m,s!n+sFö)+n(m—1,s!n+sF0) 
11. [m,5s+1!n+sF0]=[m,s!n+4sF0]+r[m —1,s +1!n+sF0] 
Die erste derselben heilst also: die Combinationen ohne Wieder- 
holungen zu 2 Elementen aus den s-+1 Elementen 
n+s, n+s—1, n+s—2, ....n+1, n 


oder auch 
n—s, n—s-+1, n—s-+?2, ....n—1, 2 


sind zusammengesetzt aus allen Combinationen dieser Art, denen das Glied z 
fehlt, und dem Producte desselben mit den Combinationen zu nr —1 Ele- 
menten, denen ebenfalls dieses Glied mangelt. 


Ist in den beiden letzten Gleichungen s=r, und man wählt die 
untern Zeichen, so sind die Elemente nur 0, 1, 2, 3, .... 2, und dann 
schreiben wir diese Gleichungen, mit Auslassung der Zeiger, ganz einfach 

12. (m,n-+1) = (m,n)+n(m—1,n) 
13. [m,r+1] = [m,2]+Rr[a —1,r +1] 
10 * 
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%. 4 
Wir gehen jetzt zu einer Methode der Reihen - Entwickelung und 

der Summation über, deren Grundbegriffe uns einfacher und allsemeiner 
zu sein scheinen, als die der Differenzen-Rechnung, welche gewöhnlich zu 
diesem Zwecke angewandt wird. 

I, Hat man die Functionengleichung 

1. 9) = fety)tS@) 
und multiplicirt sie mit (F)"*', nachdem man in ihr z-+zy statt x ge- 
setzt hat, so entsteht 
(Fr Platry) = (FF ScHR+ My) — (FR fcHnY) 

Wird von dieser Gleichung die Summe nach n genommen, so verwandelt 
sie sich in 

nF Plat+oy) = RP" erle Hy) —alF)fcH+0oY) 
Trennt man hier von der ersten Reihe der rechten Seite das letzte Glied 
ab, und von der zweiten Reihe das erste, so erhält man 

nF" Plac+oy) = 

(IK FFaeHerHy) HOF Faerry)— Ra) — (a1F)rfeHoetD)y) 
Die beiden Reihen rechts heben sich nun gegen einander auf, und es bleibt 


2.2 Pla+ey) = (FfeH+ry)—f(®) 
oder 


FD) HHCAN FOR NH HF CH NASEN) IE) 
I. Essei 3 oa) = fe+tntYla)fle) 


Man multiplicire diese Gleichung mit 

Y(laty)V(et2y)Vlat3y).. ylatmy) = Yet, ty) 
so erhält man 

ve Eee EHN ER Nfe) 
Diese Gleichung kann aufgefalst werden als 
V(m,x) = F(m—1,c+y)+F(m,x) 

und giebt dann, wenn man sie mit (1.) und (2.) vergleicht, 

a|(F)* 9 (m—o,c+ey) = (F" F(lm—n,e+ny)— F(m,z) 
Wird nun mn —=n—1 gesetzt und das, was / und F bedeuten, so erhält 
man hieraus 
4 AHLEN PatN)= A SEerRN- VER“) 
oder 
FUN) PR) FU Er ry)P ler Fr ar ty) Pary)t 

et (FI Plarayy) = (FfarRy) WR ty) See) 
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Die Gleichung 
. Pe xWfetN)EYe) fe) 


lälst sich eben so behandeln; denn multiplicirt man sie mit 
X" —H—-Y)V@+y+y) 
x (Hy —Y)YV (ty H+Y)Pl®) 

= TYP REHTNSEHN ER" a H—y)Wt a, +y)f@) 
Y(m,p,2) = F(m-+H,p—1,c+y) + F(m,p, x) 
und hieraus durch Vergleichung mit (1.) und (2.) 
6. aF)* Ym+o,p—0,2-+0y)=(F)"F(mtn,p—n,c--ny)—F(m,p, x) 

Zur Versinnlichung dieser Formeln wählen wir einige Beispiele. 


1) Es ist ’ “ 
"= rt) 
gi Om) = f(m+1) — f(m) 


Diese Gleichung verwandelt sich nach (2.) in 


alp(m-+e) = f(m+n) — f(m) 


so entsteht 





d. h. m+n Er 
n]a”+° wid x iR x 
zs—1 z—1 
oder, wenn man mit x” dividirt: 
1. A444... tattoo I 





2) Die Gleichung (4.) des $. 3. 
EI een) 
kann aufgefalst werden als 
f{m+1,n) = f(m,n)+ f(m,n—1) 
und läfst sich dann in die drei Formen bringen: 
8 fm+1,r+1) = fi, n+1)+ f(m,n) 
9. fm, n+1) = f(m+1,n+1)— f(m, n) 
10. /(m,n—1) = f(m+1,n)—/(m,n) 
deren Vergleichung mit (1.) und (2.) ergiebt: 


1. rt 
) 


























a 
m —A\r-1 _A\r FREE N 
3 ee = CE) -G) 
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Künftig wollen wir ein Glied, welches aus einem links vorherge- 
henden entsteht, wenn in diesem irgend ein Element, z. B. 4, gleich Null 
gesetzt wird, durch (k=0) bezeichnen. Dann schreiben wir z. B. die 
letzte dieser Gleicl.ungen: 

1171 (m+1,-1\7-1 2,_1Ym1 m+k-1,-1\"-1 -1\" 
(Fr) +( nn ) +) Periuk I ) = (Tr) Ba zer, 
3) Es ist 








(a, ta)? (a-+pa, +0”? = (a,4+-0)” 
(a+ma, +0)’ (a+pa,+a)"? — (a+pa,-Ha)" 
(a+ma,+u)’(a,+0)” = (a,+u)”tr 
Hier sollen @ und « ganz beliebige Elemente sein, » und p aber nur po- 
sitive oder negative ganze Zahlen. Bilden wir nun noch aus den entspre- 
chenden Elementen 5 und ß, 2 und.9 drei ähnliche Gleichungen, so kön- 
nen diese mit den obigen auf folgende Weise zusammengestellt werden: 
14. ehr. ieN 4 (a,+a)P\ (atpae, ta)” P c (atpe,+e)” | (a,.tae)m 

(b+nß,+27 7 (&,+B (o+gß, +)" 7 — (BrgB+Ar — (b,+B)" 
15. L arma,ta'P en (a, ta)” _ (a, ta)"*P + te)” 
(B+nß,+B77 = I, +B”" TB, + = (b, HP) 
Diese Gleichungen lassen sich auffassen als 
F (a,b)=1(a+pa,b+9ß)+F (a,b) und Y (m,n)=F(m-+-p,n-++9)+F(m,n) 
und werden durch Vergleichung mit (1.) und (2.) summirt. Aus (14.) 
erhalten wir z.B. füram =n, pel, y=—1 
(a, Pr (a—a,+a)” _ (a— 2a, te)"-! (a—kate,+a)”—! 
16. rap + (b+A, +Ay"t 7 (+2, +P"r} As (BrRB—B, + 
a—a0, ta)"-! a—ka, +)” 
Klezunter- vn a +P)" —(k=0) 
Bei diesen Summationen kommt es nur darauf an, die Elemente in den 
Gleichungen (14.) und (15.) so zu wählen, dafs die Summenzeiger aus 
den eingeklammerten Theilen der linken Seite verschwinden. Die Glei- 
chungen (14.) und (15.) sind sehr allgemein; aus ihnen fliefsen auch leicht 
die Reihen (11.), (12.) und (13.), so wie noch viele andere. 


4) Setzt man 





























== 
wo y und s Functionen von x sein mögen, so u man durch zmali- 


ges Differenziren nach x, und Multipliciren mit — die Gleichung 


ar 0" PA ni or-1y a” O"y 








n 0x" am n 0x" 


welche aufgefalst werden kann als 
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pa) = Sa)tYVa)f), 
und dann durch Vergleichung mit (3.) und (4.) folgende Reihe giebt: 
i+o 1+o R+1 k 
2 m ki(—)' T-t 1)1+° Seal + (—)' REN) I 

5. Wir haben bis jetzt die Auflösung der Gleichung (1.) und (3.) 
pur benutzt, um P®x in eine Reihe zu entwickeln; sie diene zugleich 
aber auch dazu, die. Form von fx durch 9x und Yx zu bestimmen, 
oder, was dasselbe ist, zur Integration von Differenzengleichungen. 

Bekanntlich sind von den Differenzengleichungen 


Yı=Ry+Q und Ay+Py=0 








die Integrale 





vealR.j2 awige tt? 12 — 
IR, ] U—Px 1 


Diese beiden Differenzengleichungen sind aber nichts anderes, als 


Sa t+mM)—vea)fe) = el&) und fe +i)— (1—vx)f(e) = Px 
und nach der Formel (4.) erhält man hieraus durch eine leichten Ände- 
rung der Werthe der Elemente 


Si) = VO+N) el +0) 





und 





SC) = OH) ee + fo} 


wo fO die zum Integral zu fügende Constante ist. 

Für A=1 fallen diese Ausdrücke mit den obigen Integralen zu- 
sammen. Es scheint mir übrigens vortheilbaft, diese Integrationen und 
die obigen Reihenentwickelungen in einen unmittelbarern Zusammenhang 
zu bringen, als gewöhnlich geschieht. 


$. 5. 
Ist ®(n,k) eine Function der Grölsen 2 und & von der Beschaflen- 
heit, dafs 
1. Pa+i+1) = Plant, +Pn,h) 
und dafs sie für negative Werthe von z und solche, die grölser als 4 sind, 
verschwindet, so folgt aus diesen Annahmen, wenn man erst n= —1 
und dann 2==% setzt, 


2. 90,641) = P(0,5) 
3... @(k+1,i+1) = Plk,k) 
Hat man nun die Gleichung 


4. fe) = fle+y)tS(e+2) 
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und multiplieirt sie mit (+)"P (r,k), nachdem man in ihr + (z—y)n statt 
a gesetzt hat, so erhält man 
3... ODE —y)n) 
= (OWEN HE N + HORB DfCHrHe Nat) 

Bezeichnet man der Kürze wegen f(=-++(z—y).r) durch Y(n) und 
F(e+yt@—y)r) durch F(r), und denkt sich dann z durch die ganzen 
Zahlen von O bis z veränderlich, so verwandelt sich (5.) in 

(+1 PH Fo) = (nF) ERHEBEN) 
Wird nun von der ersten Reihe der rechten Seite das erste Glied abge- 


sondert, und von der letzten das letzte, so entsteht mit Rücksicht auf (1.) 
und (2.) 

| (n+ +)" 90,8 9(o) 
= g(0,k) FO)tRI(E) Pplo+1,R) Fo+l1)+rfH)F plo,k) Fo+l)+(E)"t pln,k)F(n+1) 
= 9(0,6+1) F(O)+n]|(+)°H ip(o+1,1)+9(0,%)} Flo+1) + HH pln,R) Fin}1) 
= 9(0,%+1) F(O)+R|H) °F plo+1,K+1) Flo+1) + (Er pln,K) F(n+1) 
— p(n+1|(+)° plo,K+1) Flo) + (ET pln,k) F(n+1) 


- 6. (nHICH PH Fc+EN 0) 
= (n+1lE) p (kl) Fetr+a— Ne) + Er Ep (n,k)f(a+y+ (@—y) (n+1)) 
Verschwindet für irgend einen Werth von z, den wir durch r be- 
zeichnen wollen, das letzte Glied @(r,k)f(x-+z4+z(z—y)r) dieser Glei- 
chung, so erhalten wir 
7. Hl) ya) Fer+ta—No) = (r+H lH) Pl RH)Faetr ta N) 
Ist aber n=%, so kann, vermöge der Bedingung (3.), auch das: letzte 
Glied der Formel (6.) mit: in die Reihe der rechten Seite aufgenommen 
werden, und es ergiebt sich daraus dann 
8 (R+1jlE) Flo, RK) flc+tz—y)0) = (k+2](+)" Plo,k+1) flcty+(2—y)0) 
Die Gleichungen (7.) und (8.) lehren, dals man die Grölfse x immer um 
ein y und die Grölse & um die Einheit vefimehren oder vermindern kann, 
bis man, wenn dies mal geschehen ist, zu den Formeln gelangt: 
9. (r+ljH Pak) fr+a—y)o) = (r HIHI Plo,k En) fexErny4 (z=y)o) 
10. (k+1(#)" $(0, k) f(x + ap) 0) = (kEn+ll(H)°P (o,kER)fachnytz—y) 0) 
welche mit Rücksicht auf die Bedingungen, denen die Function ® unter- 
worfen ist, für &=0 und 9 (0,0) = in die folgenden übergehen: 
11. ef) = (r+U(E)V 0 (or) fa +ry+(2—y)o) 
12. ef(&) = (r+1|(4) Oo (or) f(e—ny-+(z—y)e) 
13. cf) = (n+1lE)Plo,r) f(e+Ry-H+(z—y)e) 
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In der Gleichung (10.) kann ein negatives z bei der Annahme 
= (0 nicht Statt finden, weil man nicht weils, was eine negative Sum- 
menzahl bedeutet, wohl aber bei der Annahme 2 =k, wodurch man 
(k+1|(+) Pos) Satz yo) = cf(e—ky) 
findet, welche Gleichung aber, für e+4y statt x, mit (13.) identisch 
wird. Eben so entsteht aus (9.) eine mit (11.) identische Gleichung, wenn 
man für den negativen Werth von ,k=n setzt. 

Aus der Gleichung (4.) des $3. ist ersichtlich, dafs die Binomial- 
coefficienten unter der in (1.) aufgeführten Function verstanden werden 
können. Wir schliefsen daher aus (13.), dafs sich die Functionengleichung 

14. Se) = Slety)t/lac+2) 


immer binomisch entwickeln lälst, so dafs 
15. So= arllhr (I) Ketmten = 


Nat) Net rar) Kto l) Natny 37435) 
+... +(E)"fatnz) 

Verschwindet aber für irgend einen Werth von r das Glied f(@+z+/z—-y)r), 

so erhält man, nach (11.) und (12.), auch noch 


16. fd)= (+11 EZ en) fetry+(2—y)o) 
17. So) = (Hl (Ger) Se—mr+ey)n) 


Ganz auf dieselbe Weise hätte man auch die noch allgemeinern 


Bu ie Dadteen 
und 19. fa) = Saty)zef(c+:) 


mit einander combiniren können, wo e als ein constanter Factor anye- 
nommen wird. Die Vergleichung von (18.) mit der Gleichung (12.) des 
$. 3. lehrt, dafs unter dieser Form die Combinationen ohne Wiederholun- 
gen begriffen sind, dafs sich also eine Gleichung wie (19.) in eine Reihe 


entwickeln läfst, deren Coeffhicienten aus solchen Combinationen bestehen, 
(Der Schlufs folgt im nächsten Hefte, ) 
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3. 


zu beweisen. 





( Von Herrn Prof. Dr. Gudermann zu Münster.) 


1. Mibasiden sich drei sphärische Sehnen (oder Secanten) 44’, BB‘, 
CC’ eines Nebenkreises in Einem Puncte, und die Peripherie des Krei- 
ses in den Puncten 4, B, C, 4‘, B', C’, so ist immer 

AB' CH 80 BC A'B CA 


Er De Tine = nat Bischeumi Tilschuuem 2 . 





sin 


2. Wird ein Nebenkreis (4), dessen sph. Radius a ist, von zwei 
anderen Kreisen unter dem gleichen Winkel & geschnitten und ist der 
Abstand seines Mittelpunctes von der (reellen oder idealen) gemeinschaft- 
sin d 


sina.cos@ 





lichen Sehne dieser beiden Kreise =d, so ist das Verhältnils 


für alle Kreise (4) unveränderlich, obgleich sich d, a, « gleichzeitig ändern. 


3. Beschreibt man aus einem Puncte 4 die drei Nebenkreise 
(A), (4‘), (4) mit den Radien o, «, «’‘; aus einem Puncte B die Kreise 
(B), (B‘), (B’) mit den Radien ß, ß’, ß‘ und aus einem Puncte C die 
Kreise (C), (C’), (€) mit den Radien Y, Y‘, y’s construirt man ferner 
den Durchschnitts-Punct der Chordalen der drei Kreise (4BC), den der 
Kreise (4‘B’C’) und auch noch den der Kreise (4’B’'C'’), so befinden 
sich diese drei Puncte in Einem Hauptkreise, wenn ist 


cos f/ cosy — cos Pcosy/ cos a’ cosYy —cosacosy’ 








cos #''cosy—cosßcosy" ”  cosa@’cuosy— cosacosy* 
Dieser Gleichung leistet man auf unzählige Arten Genüge, z.B., wenn 
man setzt 


«=atr, P=ß+tn, Yayta und a’=aty, A'=ß+y, Y—ytn, 
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und unter x und v beliebige positive oder negative Hauptbogen verstanden 
werden. Werden aber die Symmetralen und zwar homologe Symmetralen 
der vorbin genannten Kreis- Ternionen construirt, so schneiden sie sich 
in Einem Puncte, wenn ist 








sin 9’ siny—sin fsiny’ __ sin«’ siny— sin«siny’ 

sin #’siny— sin Asiny“  sin«@”siny-- sin@siny‘* 
Dieselbe Bedingung gilt auch für die. drei übrigen Ternionen homologer 
Symmetralen. 

Es haben auch diese allgemeinen Formeln zum Theil dann noch 

Sion, wenn einige Kreise sich auf einen Punct reduciren. Die Symme- 
tralen und Chordalen sind hier eben so aufgefalst, wie in den Schriften des 
Herrn Prof. Plücker, nur dafs jetzt Hauptkreise statt der geraden Linien 
zu nehmen sind. 


4. Ist 4C (Taf. I. Fig. 1.) ein beliebiger Bogen (auf der Ober- 
flüche einer Kugel) von einer gesetzlichen Curve, welcher zwischen sei- 
nen beiden Endpuncten A und € keinen Wendepunet (und auch keinen 
Rückkehrpunct) hat, so gehört zu jedem Hauptkreise, welcher die Curve 
ÄAC berührt, ein sphärischer Mittelpunet (Pol), und diese Mittelpuncte 
befinden sich sämmtlich in einer zweiten (in der reciproken) Curve; 
die beiden Mittelpuncete der Hauptkreise, welche die Curve #C in den 
Puncten 4 und C berühren, mögen @ und c heilsen: sie fassen auf der 
reciproken Curve einen Bogen rc ein, dessen Form und Länge durch die 
Form und Länge des Bogens 4C genau bestimmt ist; dieser Bogen ac 
mag der dem Bogen 4C zugehörige reciproke Bogen genannt 
werden, weil der Bogen ac eben so von AC abhängt, wie umgekehrt 
AU von ac, 


Auf beiden Seiten von AC giebt es einen reciproken Bogen «ec, 
und diese beiden Bogen sind symmetrisch, also auch gleich lang; derjenige, 
welcher auf der concaven Seite des Bogens A4C sich befindet, heilse der po- 
sitive, und der auf der convexen Seite befindliche heilse der negative 
reciproke Bogen. Ist der Bogen AU ein Hauptbogen (ein Bogen eines 
Hauptkeises), und also im Sinne der Sphärik weder concav, noch convex, 
sondern sphärisch gerade, 80 redueirt sich der reciproke Bogen 


ac auf einen Punct, daon füllt c mit «a zusammen, und es ist ac=U. 
Eu” 
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Durch diesen Punct ist dann freilich nicht, bei vorgenommener Umkeh- 


rung, die Länge von 4C, sondern nur die Lage dieses Hauptbogens (sammt 
seiner Form) bestimmt. 


5. Ist in (Taf. I. Fig.1.) ein Dreieck ABC auf der Kugel, einge» 
schlossen von den drei Seiten 4C, BC, AB, welche Theile von drei ganz 
verschiedenen Curven sein dürfen, und sich unter den Winkeln 4, B, C 
schneiden , so gehört zu jeder Seite ein reciproker Bogen, nemlich zur 
Seite ZC der reciproke Bogen «@c, zu BC gehöre bc und zu AB endlich 
gehöre ab. Sind nun alle drei Seiten des Dreiecks nach Innen concav, 
so ist der Flächeninhalt 7° des Dreiecks ABC ausgedrückt durch die 


Formel F= A+B+C—ab—be—ac—y, 
wenn der Radius der Kugel die Längen-Einheit ist, und unter 7 die Lu- 
dolphische Zahl verstanden wird, 


Sind alle drei Seiten nach Aulsen concav (also nach Innen convex), 
so ist jeder reciproke Bogen negativ zu nehmen, und es ist dann also 
F= A+B+C+oö+bctac—a. 
Wenn einige Seiten (eine oder zwei) nach Aulsen concav sind, so sind 
nur ihre reciproken Bogen negativ zu nehmen; sind z.B. die Seiten AC 
und CB nach Aulsen concav, während die Seite 4B nach Aulsen convex 
ist, so ist die Formel 
F = A+B+C—eob+taoc+bc—r. 

Ist eine Seite weder nach Aulsen, noch nach Innen concay ,: sone 
dern ist sie ein Hauptbogen, so ist ihr reciproker Bogen (wie schon in 
No. 4. angegeben wurde), als ein Punct anzusehen, und gleich Null zu 
setzen. Ist also C4 ein Hauptbogen, und auch CD, während AB ein 
Bogen von einer beliebigen Curve ist, so ist ca=cb=0, und der In- 
halt des Dreiecks ABC nun ausgedrückt durch die Formel 

Y= A+B+C—eÖ—rz, 
wenn AB nach Innen concav ist; aber durch die Formel 

F= A+B-+C+e—r, 
wenn AB nach Aufsen concav ist. Ist auch noch 4B ein Hauptbogen, 
so ist auch @d=0, und man kommt nun auf die allgemein bekannte 
Formel = 4+-B+C—7 für den Inhalt eines gewöhnlichen sphärischen 
Dreiecks wieder zurück, 
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Hat eine Seite des Dreiecks ABC einen Wendepunct, so theilt er 
sie in zwei Theile, und auch der reciproke Bogen ist dann als aus zwei 
Theilen bestehend anzusehen, wovon der positiv ist, welcher zu dem 
nach dem Inneren concaven Theile der Seite gehört, der andere Theil 
aber negativ ist. 


6. Aus dem vorigen allgemeinen Theoreme kann offenbar leicht 
eine Formel hergeleitet werden für den Inhalt einer sphärischen Figur, 
welche beliebig viele Seiten hat, wenn jede Seite ein Bogen einer sphä- 
rischen Curve ist, und auch alle diese Curven von einander verschieden 
sind. Als eine Anwendung hiervon mag auch das Folgende gelten. 


Ist in (Fig. 2.) 4CBD eine beliebige sphärische, nach dem Inneren 
concave Curve, deren Flächeninhalt = 7 ist, so theilen wir die Curve 
durch eine neue Curve (oder auch durch mehrere Cnrven) in Theile; die 
Curve AB mag nach Ü hin convex, also nach D hin concav sein; der 
reciproke Bogen zu ACB sei ac5 und der reciproke Bogen zu ZDPB sei 
adb, der reciproke Bogen zu 4B sei ab, dann ist nach No. 5. die Fläche 

ACB = A+B-+aob—acb und die Fläche 

ABD= «„—A)+{w—B)—ab—adı. 
Werden die beiden Gleichungen addirt, so erhält man "= 2Ir—achd, 
oder F+acbd=?27r; d.h. der Flächeninhalt der Curve 4BCD, ver- 
mehrt um den Umfang der reciproken Curve abcd, ist gleich der dop- 
pelten Ludolphischen Zahl. 


7. Wenn man auf jedem. Hauptbogen, welcher eine Curve be- 
rührt, vom Berührungspuncte an gerechnet, nach derselben Seite hin einen 
Quadranten abschneidet, so befinden sich die Endpuncte dieser Quadranten 
in einer zweiten Curve, welche die Normal-Curve der ersten heilsen 
mag. Zu jedem Puncte einer Curve gehört also ein bestimmter Punct 
der Normal-Curve, und zu jedem Bogen ein bestimmter Bogen der Nor- 
mal-Curve, welcher der Normal-Bogen heifsen kann. 


Zwei reciproke CGurven haben dieselbe Evolute, aber 
auch dieselbe Normal-Curve. Werden zwei reciproke Bogen durch 
s und s’ bezeichnet, und der zugehörige Normal- Bogen durch S, so ist 


Ss / vas4ds”). 
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Sind MH und M’ zwei zusammevzgehörige Puncte der reciproken ‘Curven 
s und s’, und ist /Y der ihnen zugehörige Punct der Normal-Curve, so 
kann man einen beliebigen Hauptkreis als Abscissenlinie nehmen, und von 
den drei Puncten M, M’, N auf sie die Perpendikel =, 3‘ und Z als Ap- 
plicaten füllen; wird nun noch von einem anderen Puncte /V‘/ der Nor- 
mal-Curve die Applicate Z’ auf die Abscissenlinie gefüllt, so schliefst 
der Bogen NN’ mit den Applicaten Z und Z’ und dem inter- 
cipirten Stücke der Abseissenlinie eine Fläche F ein, welche 
mit einer der beiden Normalen der beiden reciproken Cur- 
ven in den Puneten MH und M’ (die sich zu einem Quadranten 
ergänzen), eine unveränderliche Summe ausmacht. 


8. Wird die Normale der Curve s in No. 7. für ihren Punet M 
A ü sinz ö a 
durch z bezeichnet, so ist tangn = erg wird der Krümmungs- Halbmes- 
ı% 


ser derselben Curve für den Punet M durch r bezeichnet, so ist taugr = 


esinz Ös 


Fan = Zy° Wird der Krümmungs - Halbmesser der Normal - Curve für 
5 ) 


. “ 7 D: ? er 
den Punct /V durch Z2 bezeichnet, so ist tang = rt 2 


Anmerk. Andere einfache Relationen übergehend, mag nur die 





ad 


Bemerkung noch Platz finden, dals der analytische Beweis der in No. 5%: 
aufgestellten Formel von einer so allgemeinen Relation unter Integralen, 
deren Summe oder Differenz in geschlossener Form angegeben werden 
kann, abhängt, dafs diese Relation ie ihrer Allgemeinheit sehr wahrschein- 
lich die Fundamental-Formeln für die Vergleichung aller transcendenten 
Functionen (insbesondere der elliptischen) umfaßt. Wird die analytische 
Darstellung in gänzlicher Reinheit nicht etwa vorgezogen, so kann der 
Beweis auch durch eine geometrische Betrachtung geführt werden, und 
ist dann am einfachsten. Beide Arten des Beweises werden gewünscht. 


9. Ein überaus fruchtbarer Lehrsatz der Sphärik ist der folgende: 

Ist 4BCD Fig. 3. ein beliebiges sph. Viereck, und nimmt man in 
jeder Seite (oder paarweise auch in den Verlängerungen derselben) einen 
Punet an, in der Figur die Puncte P, /, 0, M, so dals ist: 


sn AP snBN sinCQ snDM __ 1 
PaRe“ ’ 





sin BP * sin CN * sin DO’ sin AM 
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so entstehen, wenn PQ und MN gezogen werden, acht neue Vierecke 
von derselben Art, als das vorige. Für das Viereck 4PQD hat man z.B. 


die Relation 
sin AB sinPE sinOC sinDM 


sin PB sin VE’ sin DC’ sin AM 

Jede von diesen neun metrischen Relationen hat zwei einfache geo- 
metrische Bedeutungen; in Beziehung auf das Viereck APEM hat man 
z.B. den Satz, dafs sich die drei Hauptbogen DV, BQ und 4E in Einem 
Puncte G schneiden. 

Schneiden sich, was jedoch nicht nöthig ist, die drei Hauptbogen 
DC, MN, AB verlängert in Einem Puncte, so schneiden sich auch AD, 
PO, CB verlängert in Einem Puncte. 

Die analogen planimetrischen Sätze gelten auch dann noch, wenn 
das geradlinige Viereck nicht eben ist, und dann drückt jede der neun 
metrischen Relationen auch noch aus, dafs vier Puncte, z. B. die Puncte 
P, N, Q, M in einer Ebene enthalten sind; sie kann also als die Glei- 
chung einer Ebene angesehen werden. 


Specielle Formen des analogen planimetrischeu Satzes finden sich 
in dem ersten Theile von Plücker’s analytisch-geometrischen Entwicke- 


lungen. 


10. Schneidet man zwei Hauptkreise OX und QX’ (Fig. 4.) durch 
beliebig viele Transversalen 44’, BB’, CC’, DD‘ etc., welche selbst den 


Punct Q zwischen sich fassen dürfen, so dafs ist 
sindB.sinCD _ sinBC.sn4AD sinBC.sinDE __ sinCD.sinBE 
sin. 4’B’.sinC’D‘ ” sin B’C’.sin 4‘D‘’ sin B’C’.sinD’E' ”  sinC’D’.sin B’E‘ 
u. Ss. w. und bestimmt man in jedem der vorhandenen Vierecke den 
Durchschnitts- Punct seiner beiden Diagonalen, so befinden sich alle diese 
Puncte in einem Hauptkreise, welcher nur in einem besonderen Falle durch 


Q geht, und welcher L heifsen mag. 


Schneidet man alle Transversalen 44‘, BB’ etc. durch einen Haupt- 
kreis M in den Puncten a, b, c, d ete., und theilt man dann jede Trans- 
versale durch einen vierten Punct harmonisch, z. B. 44° so durch «‘, 
dals ist sinda.sin4’a’ = sin Aa'.sin d’a, so befinden sich auch diese 
Theil -Puncte «‘, 2’, c‘, d’ etc. in Einem Hauptkreise /V, und die beiden 
Hauptkreise M und /V schneiden sich immer auf dem vorhin erwähnten 


= 1. 
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Hauptkreise L; bewegt sich also M, mithin auch /V, so ist der Ort ihres 
Durchschnitts-Punctes dieser Hauptkreis L. 


Wenn die Linie L durch Q geht, so schneiden sich die Transver- 
salen 44‘, BB’, etc. in Einem Puncte, und für diesen besonderen Fall 
ist das analoge planimetrische Gesetz ebenfalls bekannt. 


Wie heilsen die Lehrsätze, welche den vorstehenden beiden nach 
dem Gesetze der Reciprocität gegenüber stehen? 


Münster, im Februar 1834. 
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A, 
Theoremes relatifs aux integrales des fonctions 
algebriques. 
(Par M. Poisson, a Paris, 1. decembre, 1833,) 





I. 
On comprend sous la denomination de fonctions algebriques, non seu- 
lement les fonctions rationnelles, entieres ou fractionnaires, et celles qui 
sont exprimdes par des combinaisons de radicaux, mais encore les quan- 
tit&s d&termindes par des &quations d'un degre quelconque, dont les co&f- 
ficients sont des fonctions rationnelles de la variable. 

"Les quantitds exprimdes sous forme finie sont plus generales: outre 
des radicaux, elles peuvent renfermer dans leurs expressions, des logarith- 
mes et des exponentielles, ou bien, elles peuvent dependre d’&quations qui 
contiennent ces deux sortes de transcendantes, reelles ou imaginaires, ce 
qui comprend les arcs de cercle et leurs sinus. 

On expcsera ci-apres des th&or&mes sur les integrales des fonctions 
algebriques, remarquables par leur grande generalit@ et par la simplicit& 
des considerations qui y conduisent. Ces theoremes r£sultent, en effet, du 
procdd& vulgaire de lintegration par partie, ou de l’&quation 


1. Szdy+fydz = xy+6; 
dans laquelle € est une constante arbitraire, et x et y sont deux variables, 
entre lesquelles nous &tablirons successivement difl@rentes liaisons. Ils sub- 
sisteront egalement, et acquiereront encore plus de generalite, si l’on rem« 
place x dans cette @quation, par un polynome ou une fonction rationnelle 
et entiere de x, que je representerai par X, de sorte qu’on ait 


N‘ /X°y +/y 0X —= Xy-+tC, 
u 


Supposons d’abord que les variables x et y soient lies entre elles 
par l’&quation: 
3. am" tb"... tk tl (aa tb... +2 +/N)y, 
dans laquelle a, d, .... A, 2, a‘, b/; .... k', 7‘, sont des co@fficients con- 
Crelle’s Journal d. M. Bd.XIl. Hit. 2. 12 
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stants et donnds, et z designe un nombre entier et positif, aussi donne. 
Faisons, pour abreger, 


a"tbatth..tkxcti 
dar er... t+kacttl Sf; 


NZZ; = /frdx = Fx; 


Fx sera une fonction algebrique et logarithmique, que l’on obtiendra tou- 
jours par les regles de l’int@gration des fonctions rationnelles; et l’&quation 
(1.) deviendra 





et, ensuite 


J* oy—=x/e—Fxr+C. 
. “ ‚f ® 
D’ailleurs, on tirera de l’@quation (3.) un nombre 2 de valeurs de x en 
fonctions de y, que Je representerai par Yı, Yay + «+» Y„; si done on met 
a la place de x, dans l’equation precedente, celle de ces r valeurs qui 
repond ü lindice quelconque 7, on aura 


4. Ir oy=yy—Fy+ 6; 
d’ou il r&sulte que Vintegrale Ir: dy, qui est, pour ainsi dire, inverse de 


/. Sx 9x, peut toujours s’obtenir en fonction de y, sous forme finie, comme 


cette derniere en fonction de x. 
On rendra ce th&or&me plus general, en partant de I’&quation (2.) 
au lieu de l’@quation (1.). En faisant alors 


/I« oA ef, 
et designant par F;, ce que devient X quand on y met y; ä la place de 
X, nous aurons 
[Yroy=yr—Fy+6; 
en sorte que Tintegrale /Y y s’obtiendra aussi, sous forme finie, en 


fonetion de y. 
Si fx est une fonction entiere, c.a.d., si le co@fficient de y dans 


l’&quation (3.) est une constante C, la fonction Zx ne contiendra pas de 
logarithmes. En faisant 


yf,—Fy; = P., 
cette quantitd P; sera une fonction rationnelle et enticre de y,. Si donc 


ı 


[4 « ’ * 
on egale a zero le produit 
(u— P)(u—P;) ..o.o0 (u—P.,); 
on aura une @quation du degre 7, savoir, 
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u" +-Aun+BDu”’+..+Äu+L=0, 

dont les coöffieients 4, B,.... X, L, seront des fonctions sym&triques 
des racines Yı, Y2> +++ + Yn, de l’&quation (3.), qui s’exprimeront, par con- 
sequent, au moyen de ses coefficients e, b, .... k, et de son dernier terme 
!—1'y, et qui seront des fonctions rationnelles et entires de y. Dans ce 
cas, les zvaleurs de P;, ou de /- Y;0y—C, qui repondent di —1, 
... == n, pourront donc ätre regarddes comme les racines d’une Suuaiii 
du degre , facile a deduire de l’&quation (3.). 


I. 
Pour donner une application da theoreme pr&c&dent, que l’on puisse 
verifier, je suppose que l’&quation (3.) ne soit que du second degr& et se 


reduise ä 5, (a— day) + b—b'y)e-+c—c'y —(. 
On en deduira, pour ses deux racines, 
b’y—b-+v bV’y—b—v 
Jı = Ta AURT iron 2(a—ay) 1. 
en faisant, pour abreger, 
v = Yll'y——4la'y —a) (ey—o)]. 
En supposant aussi Ä=x, on aura, en m@me tems, 


ac +bac+c 
e =/[: +b’c+0o 92 


Par les r&gles ordinaires, on en conclura 
ax ' 
x = — a tAlog (z—u) +Blog(x—ß), 


en designant par # et & les deux racines de l’equation 
ec tbcHe —=0, 
et faisant, pour abreger, 
(b—ab)etac—ac _ |, (b—ab\)PHtac—al _ pn 


(e—P)a'” ? (P—a)a‘? RR 


Par cons“quent, l’&quation (1.) deviendra 
Sr: ey = («y—a) 4 —Alog(y—a) —Blog(y:—P)-+C, 


et si on y met successivement les valeurs de yı et y, a la place de y;, 
et que l’on fasse la somme et la difference des resultats, on aura 


b’y—b b—b’ 
SEE =’ — Alena) n— a) 


a—ay 


6. — Blog [(y—P) (ya —P)] + const., 
































Ss: — ++ 4log (2 e) +Blog (& =5) - const. 
12* 
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Les produits („—e)(y—ea) et (—P)(y»—P) ne sont autre 
chose que le premier membre de l’equation (5.) divise par a—u'y, et 
dans lequel on substitueroit successivement & et ß au lieu de x; et comme 
ces substitutions reduisent a zero le co@fficient de y dans ce premier mem- 
bre, il s’ensuit que l’on a 


“rt, An) =erlte, 


a—.a'y > Baur a—a'y 





(—e)(y—e)= 


Donc, en observant que 
Wie b’ A ab’— a'b 
a—a'y =. a’ (a—a’y)a'? 
et ayant &gard aux valeurs de4 et B, la premiere @quation (6.) deviendra 
ab!'—.a'b OY (ab’ —.a’b) 
2 /- —a’y — ER a'? log (a ne a’y) n const.; 


a 
ce qui est, en eflet, Evident. 














Quant ä la deuxieme &quation (6.), on a d’abord 














bc NP a Yı—Pß 
4 log (22) Ta log (5) 
ab—ab’, (n—e)(y,—P) | (ab—ab')(e+P) +2ac— 2a ,_ (N—e)(y,—P) 
— —>,a lo TE ZEy 7 4 15} Eier 2 12 le log A Bi 
a (Yaa)(Y2—P) -(@—P)a (1—a)(N—P) 
au moyen des valeurs de y, et y., et ä cause de 
b’ e’ 
.e+t=- m ea 


on trouve 
(1,—e) (y,—P) 7 (ab'— a'b-+a’v) (b’y—b)— (2ac’—2a’e-+b’v)(a’y—.a) 
(—e)(y—P) (ab!— a'b—av)(b’y—b)— (2ac’—2ac—b'v)(a'y—a) 
(ve) (PA) _ Aad—b*)y—2a'c—2ac +bb'—(a—P)a'v, 
(,—e)(1n—P) ie (4a’c— b"° )y— 2a c—2ac +bb+(a—P)a'v? 

et cela etant, cette seconde @quation (6.) devient 


f v > e: 2 ns a'b—ab’ Bas (ab’— a'b a’v) (b’y—b) — (2ac’— 2a’o-H-b'v) (a'y—a) 
a 


























y— Jar 08 (ab — ab —a’v) (4y—b)— (Zac —2arc— div) (ay—a) 
\ re ?_-Iaatc’—a'bb’ Lö (4a’c—b'?) y—2a’c—2ac +bb’—(a— P)a'v 
2a — P)a‘' © (4a’c'—b*)y—2a’c—Rac+bb'+(a—P)a’v + const.; 


ce que l’on pourra eflectivement verifier par les regles ordinaires du cal- 
cul integral. 


Dans le cas de =, le 3° terme de cette formule se presente 
2 UV 
sous la forme $; et comme on a alors 5” —=40’c’, on trouve z pour 


sa vraie valeur. Si a’ est zero,on supposera d’abord cette constante infiniment 
petite, et on developpera ensuite la formule suivant les puissances de «’. 
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IV. 

Je suppose actuellement que l’&quation qui lie entre elles les varia- 
bles x et y, ne differe de l’equation (3.) qu’en ce quelle renferme y? au 
lieu de y, de sorte que nous ayons 

7. a" +be"+...+hr+l= (a Ha... ts +lN)y:. 

Je designerai toujours par Yı, Yay -.+. Yn, les zvaleurs de x que 
lon tire de cette @quation, et par F; ce que devient le polynome X, lors- 
qu’on y met y; au lieu de x. L’&quation (7.) donne aussi 

y=4vVUR); 
fx €tant la m&me fonction rationnelle que prec&demment. En regardant 
le radical Y(/x) comme une quantit& positive, on devra prendre le signe 
superieur ou le signe inferieur, selon que la variable y sera positive ou 
negative. Pour fixer les idces, je supposerai quelle soit positive; et si 


Von fait alors 
NUDEX = vr, 


et que l’on mette y; au lieu de x dans l’&quation (2.), elle deviendra 


JYoy+vy —yY;+6c. 

Cette &quation subsistera pour les 2 racines de Pequation (7.). En 
les substituant successivement ä la place de y;, et prenant la somme des 
resultats, on aura donc 

8. vyttyntee tin = yr—/Yoy+6, 
ou l’on a fait, pour abreger, 
Y,+fP+t..+Y,=}|, 

et C &tant toujours une constante arbitraire. Or, puisque F; est une fonc=- 
tion rationnelle de y;, la somme Y sera une fonction rationnelle et sy- 
metrique des racines de l’@quation (7.), dont on pourra obtenir la valeur 
en fonction rationnelle des co@fficients de cette @quation. Cette quantite 
Y est done une fonction rationnelle de y; et, par cons@quant, lintegrale 


/ Yöy s’obtiendra toujours sous forme finie. 


Donc, en vertu de l’equation (8.), la somme des valeurs de lin- 
tögrale % x, qui repondent aux r racines de l’equation (7.) prises succes- 
sivement pour la variable x, s’exprimera sous forme finie, en fonction 
de y, quoique cette integrale Yx ne puisse pas s’obtenir sous forme finie, 
ni möme se reduire, en general, ü des fonctions plus simples, telle que 
les fonctions elliptiques. 
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V. 
Avant d’aller plus loin, il est bon de verifer ce thdoreme sur un 
exemple. 


Supposons, pour cela, que l’@quation (7.) soit 
(1 — x) (h—x) —5e +x)(h+x)y, 
ou, ce qui est la m&me chose, 
9. (At hNpeth- 0; 
h Etant une constante, et en faisant, pour abreger, 


14° _ 
1—y? rt 4, 





Supposons aussi que l’on ait simplement X =x. 
On aura, dans ce cas, 
10. | yı = »(1+h)p+ z3v(i+A pP —4h), 
y: = a(1+h)p— av (i+h’p—4h), 
pour les deux racines de l’@quation donnee. La quantit& F sera leur 
somme en sorte que l’on aura aussi 


» _ d+N4) 
1— y° ’ 


JY?y = -Aa+My+l+h) logi# 


L’integrale representee par x sera 


ve = SV rare) 8; 








Y 2 
Y 





et si nous faisons 


(h+x?)Ox ve / 0x HAAN 
V(d—x?)(h—ar)) P%, Vida) ar) PO, 

elle pourra s’ecrire ainsi 

Yr = Pr — (14h)P'x. 
Par consequent, l’equation (8.) deviendra 

\ 2y 1+r 
11. Py+Py = (14h) (Fa un 10T, +Pyı+ ®'y.) +C. 

Elle subsistera pour toutes les valeurs positives de y, en y regardant le 
radical y[(1—x?) (4’—x°)] comme une quantit@ positive. Si cette variable 
est negative, l’@quation (11.) subsistera encore, en y changeant le signe 
du radical, ce qui changera ceux de Px et P'x, 














On aura, sous forme finie, 
Ya = tlg A+2NU-E)E—R)). 
L’equation (9.) donne 
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1— = (1A) I—px), "= (lH) h—px); 
d’ou il resulte d’abord 
2 = Hlog(I4+h)+3logl2 72 —1—h+2Y (dpa) a—pa))]; 
mais en vertu de l’equation (9.), on a aussi 
(d—pz)\(hk—px) = h—(+hpxc+Pe = a’(p—1); 
et en faisant 


Pro) == 


on en conclut 


Y'x = Zlog(I+h)+ 3 logge —1—h). 
Cela &tant, nous aurons 
@'yı + P'y: = log (1-++7) +3 log [4 PYıya 27 (1+4) (YıtJy:) +(1 -+4)?] ; 
et comme, d’apres la m&me &quation (9.) dont Yı et y, sont les deux ra- 


cines, on a 
12. ypa=h, yıtyp=(14+h)», 
il en resulte que la quantit& comprise sous le second logarithme se r&duira 


z (1—r)(1-+->) , 
au carre de rag 7!, en ayant egard aux valeurs de p et 9; par con- 





sequent, on aura 
Pyırey = log(l—4?) + log (>) { 
Au moyen de cette valeur, et en comprenant le terme (1+A)log(1—)?) 


dans la constante C, la partie logarithmique disparoitra du second mem- 
bre de l’&quation (11.), qui deviendra simplement 


1-7 
Oyı-FPy: = a 


Pour determiner la constante C, je supposerai que les integrales 
Oyı et Py. s’evanouissent pour y=0, ce qui rendra nulle cette con- 
stante. D’apres les formules (10.), ona y=1 et „=Ä pour y=0; 
les quantit&s Pyı et Py. seront donc alors lintegrale Ox, prise depuis 
z—=1 jusquWa 2>=y, pour Py;, et depuis = jusquä x =y, pour 
Q9y:; en sorte que l’on aura finalement 


0 (H+N)dr  (h+aM)dz _ __ 2tkn)y 
13. J. Vazy@-aT h Vazaya 1—y? 


On verifiera cette &quation en dillerentiant ses deux membres par 


rapport a y; ce qui donne 
(h -+Y7) oY, 

















(h+73)0y; _ 24-4) (1-+y?)0> 











vidy) a 5) Tyan N) dp 3 
or, l’equation (9.) donne aussi, d’apres ce qu’on a vu plus haut, 











G6 4 Poiss the 4 .. lat ee agree Yu Be + . RR. 
F 0ıS55son, Ieurchies rela Us GUX integrales Üücs Jonclions algebriques, 


vd-e)W—2) = al+MyY(p—1); 
en differentiant cette m&me &quation (9.), il vient 
22 —(1+4)p7]0= = (I+h)x0p; 

en mettant done successivement y, et y, A la place de x, dans ces deux 
dernieres @quations, on aura les valeurs des radicaux contenus dans l’&- 
quation differentielle prec&dente, et des differentielles 9 Yı et dy; et en 
vertu des Equations (12.), ces quatre valeurs et celle de p rendront cette 
equation differentielle identique. 

Il suit de cette verification que l’equation (13.) a lieu; non seule- 
ment pour les valeurs positives ou negatives de Yy, mais aussi pour les 
valeurs imaginaires de cette variable En y mettant yy—1 ä la place 
de y, et changeant le signe de l’un des facteurs sous les radicaux, nous 


aurons cette seconde @quation 


Y, (h+ x?) dx Y; (h-+-2?) dx u... ee 
14. V (dar (a? — h®)) +/, La Te an (1-+72) b) 


dans laquelle la variable y sera supposce reelle, et ou Fon prendra les 
radicaux avec le signe + ou avec le signe —, selon que cette variable 


sera positive ou negative. En möme tems, les &quations (12.) deviendront 


t-4-h)(1— y? 
5. yynah ytn= zn. 


VI. 

L’une ou l'autre de ces @quations (13.) ou (14.), la seconde, par 
exemple, pourra encore ötre verifice par la transformation des integrales 
qu’elle renferme, en fonctions elliptiques. 

A cet eflet, je suppose la constante % moindre que lunite, et je fais 




















1 Rh? n nr h? 
—l ce ’— . 
Re 1— c? sin? p 
Il en resultera 

ex Ö p 








V(Ad— x”) (a? u FE We sin? p)’ 
les valeurs de ® qui repondent a z=1 et z=h seront P =4r te 9 =0; 
en appelant done ®, et ®,, celles qui repondent ü y, et y2, l’Equation 
(14.) prendra la forme: 


1|/ er sin’) HN sin? 1 

















op e__0P 2(1--R)y 
PB a nr 
er u (1— .c? sin? p)? Er He Pe I+y i 


ou, ce qui est la m&me chose, 











4. LYoisson, Lhcoremes relatifs aux integrales des fonctions algebriques. 47 








n, op 1 7 0p y 

I I/ Y (1— eo? sin? p) +/, va —..? sin? p): 

h HERR ep 1 p5 dp ’ 
h sh o® Js .. sin? )? | 


ir hr _2(1+) 
h h Y 
'l, vaze: sin pP) ug "4 en sin? ep)? 1 +7" ü 


D’ailleurs, on a identiquement 


n?op 2.2 r n sin 22er 
je —l 0 .—. 3 
(1— 0? sin? p® a EN "VI sing)’ 


en employant les notations connues de Legendre, pour designer les fonc- 
tions elliptiques de premiere et de seconde espece, on aura donc 


IF Q)+Fle,@)] + Ele, 91) + Ele, 9.) 
= kF(4m)+Ele,im) 24 | Asinp;eosp, | _cTsinp, cos, 








| 









































1+7° V (1—co?sin?’p,) ' V (l—c2 sin? p,)" 
Mais, d’apres la valeur de x°, on a 
. _ V(@?®—h?) hV 1— x? 2_.°,.2 h 
16. sın d = ar od = Si I vil-ls’d)=-—; 
d’ou Fon conclut, en em de l’&quation (9.), 
real mg ye@ MU) = At +), 


en mettant yY—1 au "lieu de y, et prenant le radical avec le mäme 
signe que Y, comme le suppose l’&quation (14.). On aura done 
c?sinp, cos, c?singp,cosp, he hy 
Yi-cemo)t Yu sin?@,) YıYa (ty) tr? y(1+h) +y(yıty); 


quantit@ qui se reduit a a, en ayant &gard aux dquations (15.). 











Par cons&quent nous aurons, pour l’Equation (14.) transformde en fonctions 
elliptiques, | 
17. AFP) + Fl,P9))+ El, P)+El,Q) = 
BIC am) + El + 
resultat facile ä verifier, au moyen des proprietes connues de ce genre 
de «wuantites. 
Soit, en effet, w un angle tel que l’on ait 
F,9)+Fl,9) = Flow); 
pour ce m&me angle, on aura aussi, comme on sait, 
E(c,®,)+E(e, 9) = E(e, w) + c sinw sin®, sin®,; 
d’apres la premiere formule (16.),; appliquee aux angles 9, et 9,, on a 
Crelle’s Jonrnal d. M. Bd. Xil. Hit. 2. 13 
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d’ailleurs 


.. a 1 2 2 
c’sin®,sın®, = 7, NM]; 





a . ‚ 3 2y(1 ? u; . 
quantitd qui se reduit A — und} ‚ en vertu des equations (15.); par con- 


1-7’ 
sequent, l’&quation (17.) deviendra 
18. AF(o,w)+ E(le,w)— hF(e,ia)+ E(e,ia)+ era — sinv). 
Or, on sait aussi que l’angle w sera determine par l’equation *) 
cosp, an Beine Dina. 2 had sin?@,)V (1—eo? sin pn), 


1 — c? sin? p, sin?g, 











cos D = 


et d’apres les formules (16.), le uumerateur de cette expression a pour 


"via 9a-7 PP]; 

quantite qui se reduit ü zero, en er des @quations (15.).,. On a donc 
ort, win, nwmm—il; 

ce qui rend identique l’&quation (18.) qu'il s’agissoit de ve£rilier. 


Vo. 

Revenons maintenant a l’@quation (8.). 

En la differentiant par rapport a y, ona 

vyehrr Seht... +Vfeh=yel 
et dans cette equation differentielle entre Y, Yı, Yas +++ Yn, ces n-+1 va- 
riables sont separdes; car Y est une fonction de y (.IV.), et Y, I, ... 

. Y,, sont respectivement des fonctions de yı, Ya> » +++ Yn» Or, en met- 

tant successivement Yı> Yas ++: Yan, au lieu de x dans l’equation (7.), 


valeur 





on auräa 
a Hy" +... +hyt/=l@y ty... ty tHNdy, 
ay" HIy tt... tip +l=(y by... tn HNd)y, 


eyahbytheuhkyhi=(ey yet Hy; 
ce systeme d’&quations algebriques entre les 2-+1 variables y, Yı, Yas - -- 
 Yn, satisfera done ü l’equation differentielle precedente; mais il n’en 
sera qu’une intdgrale particuliere, pareequ’il ne renferme aucune constante 


arbitraire. 





*) Traitd des fonctions elliptiques, tome 1°, page 2?. 
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Pour un indiee «qmelcongne 7, ou se rappellera que l’on a, dans 
cette Equation differentielle, 
fn = erir byte thkyH 
yreyt tee. kyhl? 
et que Y; est une fonction rationnelle et entiere de y;, ou un polynome 
en Y;, d’un degr& quelconque. 





vn. 

Le theoreme contenu dans l’equation (8.) est distinet de celui 
qu’Abel a donne dans le journal de M. Crelle*), et dont Legendre 
a fait la base du 3° supplöment ä son trait6ö des fonetions elliptiques. 
Mais on parvient aussi ä un theor&me semblable ä celui d’Abel, par les 
consid@rations tres-simples qui nous ont conduit ä l’&quation (8.). 

Pour le faire voir, soient P,x, 9x, fır, fix, quatre polynomes 
d’un degr& quelconque par rapport a x: les coöfficients des deux premiers 
sont des constantes donndees; ceux des deux derniers sont des fonec- 
tions rationnelles d’une variable 3; une autre variable y est lde A x et y' 
par les deux &quations: 

@.) Mey, Se=yhr; 
d’ou l’on tire cette troisieme &quation 
(b) Melk) Melfe) = 0, 


entre x et z. La premiere &quation (@.) donne aussi 
u Pı& 
= 2 vie 2) ’ 


ou l’on prendra, le signe superieur ou le signe inferieur, selon que le rap- 


JFı® 


« F . ei , 1 
port Far zu exprime la valeur de y tirce de la seconde @quation («.), 
sera positif ou negatif. 

Designons aussi par X une fonction rationnelle et donnde de la seule 


variable x, et faisons 
xy) de = ur; 
J,x 


le signe etant determine d’apres celui de y, ou de 7, comme on vient 
u 








de le dire. Liintegrale / X dx se composera d’une partie entiere et d’une 
partie logarithmique; en sorte que l’on pourra toujours la repr&senter par 


JX öx = P+Alog(e—e) + Blog —ß) + etc. ; 





®) Tome III., page 313. 


13 * 











100 4*. Poisson, thloremes relalifs aux integrales des fonctions algeb:iques. 


P @tant un polynome en x, et 4, B, etc., «&, ß, etc.; designant des con- 
stantes reelles ou imaginaires, dont le nombre sera double. de celui qui 
marque le degr@ du denominateur de X, 


Cela pos€e, si on met F- X0dx au lien de X dans l’&quation (2.), 
on a 
sa: I(JX 22)0y+ /yX 0x = yfX0x+6; 


et Jd’apres les valeurs pr&cedentes de y, x, JX x, il en resultera 


va+fPöy-+Aflog@e—a)dy+Bflogke—P) dy+ etc. 


—= yP-+yAlog(«—e)+yBloge—P) +ete. + C. 
Mais, en integrant par partie, on a 
u ED 
« c—.a’ 


he} 
SNog@—P) dy = yloge—P) u 
ete.; | 
d’apres la valeur de S Xodx, on a aussi 


R A0= Bo: 
Xödx—o0P = _——— ++ etc.; 


il en resultera done 
4A [log(@—®) oy +B flog(«— B)ey-+ et. 


= yAlog@—a)+yBlog@—P)+ ete. + /y @P—X dx), 
et, par consequent 


Yx +/Poy+fyoP—/yX öx =yP-+Cc. 


Donc, a cause de 


JPoy+frör=yP, y=3&, 


on aura simplement 





Nlog(«— a) oy = ylog(x—e) 











Va Vi u x -+C. 
En diff£rentiant l’&quation (d.) par rapport a x et z; on en deduira 
une valeur de dx que je representerai par 
Ox = X'dz; 
X’ &tant une fonction rationnelle de x et z. Si done on fait 


PR SE 
Sf, x a} Q, 





de sorte que Q soit aussi une fonction rationnelle de x ef x, on aura 


yx= /Qdz+ 6 = 
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Maintenant, soit 77 le degr& de l’&quation (b.) par rapport üx; de- 
siIgnONS Par 3, 325 «++: my, 8es mracines en fonctions de z, et par (),, 
Or 2... Om, les valeurs correspondantes de Q: en faisant, pour abreger, 

+ G+..+0, = 
substituant suecessivement 2, 22, +++ 2m, ü la place de x, dans l’&qua- 
tion precedente, et prenant la somme des resultats, nous autons 
Yatyat..+rm= [Zöz+c. 

Or, Z sera une fonction symetrique et rationnelle des racines de l’equa- 
tion (Ö.), et, consequemment une pareille fonction de ses coäfficients; 
par consequent l’integrale / Z 0z s’obtiendra toujours sous forme finie, par 
les regles ordinaires; d’ou il r@sulte que la somme des valeurs de Vintd- 
grale Yr, qui repondent aux 7 racines de l’&quation (.), s’obtiendra 
aussi sous forme finie, en fonction des coefficients des quatre polynomes 
9,x, 9x, fix, x; ce qui est conforme au theoreme d’Abel que Von 
_ vient de citer. Dans cette somme, on devra ajouter ou retrancher les 
diverses valcurs de Yxr, selon que les valeurs correspondantes 2%, 2; -»-» 
so: Zn, de x, rendront positive ou negative la valeur de y, ou du rap- 


Fi 
port Fe 


On se borne ici a faire voir que la somme des m valeurs de dx 
est toujours exprimable sous forme finie; la valeur de cette somme s’ob- 
tiendra, dans chaque cas, par le calcul des fonctions symötriques des ra- 
eines d’une @quation, qui fera connoitre la quantit@ Z, et ensuite par les 
regles de lintegration des fractions rationnelles, qui donneront lintegrale 
F Z 0x; mais Abel a donne l’expression generale de cette somme de va- 
leurs, ainsi qu’on peut le voir dans son m@moire et dans le suppl&ment 
de Legendre. Cette expression, pour &tre appliquee aux notations pre- 


c&dentes, suppose que l’on fasse 


rpe=pr, X ——, 


(v—a)px 








Ox et fx Etant des polynomes en x d’un degre quelconque, et « designant 
une constante dennee. 


RX. 
Au lieu de mettre y? ä la place de y dans l’&quation (3.), ainsi 
qu’on la fait prec&demment ($. 4.), on auroit pu remplacer y par la puis- 
sance quelconque 72 de cette variable, et il est Evident qu’on seroit par- 











N .f . 
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venu & une dquation (8.) dans laquelle l'intesrale %x contiendroit la ra- 
eine zn au lieu de la racine carrce d’une fonction rationnelle de x. Plus 
g@neralement encore, on peut etendre l’equation (8.)-& lintdgrale d’une 
fonetion algebrique quelconque, explicite ou implicite, et le raisonnement 
relatif a cette extension ne sera qu'une repetition de celui qu’on a exposed 
dans le quatrieme paragraphe. 

En eflet, soient X un polynome en x et fx une fonction algebri- 
que de cette variable; si nous faisons 

ya, ve=/fz 0X, 
l’Equation (2.) deviendra 
(e) SKoytyve=yX+t. 
Supposons que l’on fasse disparoitre les radicaux et les d@nominateurs dans 
Pequation y=/fx, designons par A=0 l’equation qui en rdsultera, et 
soit 2 son degre par rapport ü x. Ou en tirera z valeurs de x en fonc- 
tions de ys; nous les representerons par Yı, Yay +++. Yun, etpar Y, Y,, ».. 
... Y„, les valeurs correspondantes de X. En substituant successivement 
ces n valeurs de x dans l’@quation precedente, et prenant la somme des 
resultats, nous aurons 
/NH+L+.. + W)oy+tYy+YVYy+..+Yn = 
i yY,+Y+....Y,) + const., 
ou, ce qui est la meme chose, 
vyıtıy tt... +Yy. =y Y—/Yoy + const., 
en faisant, pour abreger, 
Y,+-h+r..+h=l. 

Or, cette somme Y sera une fonction symetrique et rationnelle des raci- 
nes de l’&quation R=0; par consequant, une semblable fonction de ses 
co@fficients, et, cons@quemment aussi, une fonction rationnelle de y. Done 
l'integrale £ Yöy s’obtiendra toujours sous forme finie, par les resles or- 
dinaires; done aussi la somme des z valeurs de lintegrale Y.x, d’une fonc- 
tion algebrique quelconque, qui repondent aux r valeurs de x tirdes de 
l’&quation {= 0, est toujours exprimable sous forme finie en fonction de y. 





On parviendra ü un second theor&me distinct de cette proposition 
generale, en supposant, comme dans le paragraphe pr&cedent, que la va- 
riable y soit lie a x et ä une autre variable x, par l’&quation 

je=yhz, 
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de ce paragraphe. Mettons, de plus, JX Ox A la place de X dans Vr 
qui deviendra alors 

ve= / Xfx 0x; 
et supposons que X soit actuellement une fonction rationnelle, entiere ou 
fractionnaire de x, de sorte que l’on ait, comme dans ce m@me paragraphe, 


IX x = P+4Aloge—a)+ Blog —P)+ etc. 
En y substituant cette valeur de F. X 0x au lieu de X, l’&quation (c.) deviendra 
ve+/P2y +4flog@—e) öy+B flog@—ß)2y tete. — 
Py-+y4loge—oa)+yBlog(e—Pß) tete. + C. 
Par l’int@gration par partie, pratiqude sur les integrales f log (2x—.)dy, 
[log (2 —ß)OYy, etc., on r@duira cette equation ä 
Vx = /yX ox+C, 


ou bien ä 





X 
va = / z dc -+C, 


fx en 2 N 
en mettant pour y sa valeur 7—. Or, si l’on substitue aussi cette valeur 


2 


de y dans l’&quation R=0, il en r@sultera une &quation en x et z que 
je designerai par = 0, et je representerai par O&x—=X'0z sa differentielle 
par rapport ü ces deux variables, dont X‘ sera une fonction rationnelle. 
En faisant, comme plus haut, 
XMf x 
BAR; — Q, 
cette quantite Q sera €egalement une fonction rationnelle de x et z, et 





l’on aura 

Ve = /% dztC, 
Je designerai par 2 le degr& de l’&quation 7=0 par rapport ä x; je 
representerai par 2, 225 «+++ 3, Ses zz racines, et par Q,, Or :::+ Ans 
les valeurs correspondantes de Q: en faisant toujours 


Zt Z+...+Z, = Z, 
substituant successivement 2, %, » - +. £„, au lieu de s dans P&quation 
precedente, et prenant la somme des resultats, on aura 


YatYza+...t+ Vz, = /2 öz-+- const. 
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Cela pose, on verra, comme precddemment, que lintegrale / Z0z 
pourra toujours s’obtenir sous forme finie. Par consequent, quelles que 
soient la fonction algebrique fx et la fonction rationnelle X de x, la 


somme des valeurs de lintegrale "x, ou fi X fxdx, qui repondent aux 


valeurs de x tir&es de l’equation fx = fxfx, laquelle devient, 7= 0 
apres qu’on a fait disparoitre les radicaux et les denominateurs; cette somme, 
disons-nous, sera toujours exprimable sous forme finie, en fonction de 


la variable 2, dont les co@fhiciens des polynomes f,x et x sont des fonc- 
tions rationnelles quelconques. 











- 
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w 


e), 
Solution d’une question fondamentale concernant la 
theorie generale des courbes. 


(Par Mr. Plücker, prof. ord. de math. & l’universit@ de Halle.) 





La decouverte du prineipe de reciprocitE (theorie des polaires recipro- 
ques) ou ce qui est identiguement la m&@me chose, celui de dualite a fait 
naitre une foule de questions nouvelles, dont Iune que je regarde avec 
M. Poncelet comme fondamentale n’a pas te resolue jusqu’ä ce jour 
malgre les efforts des plus habiles g&ometres. 

M. Gergonne lorsqu’il introduisit le premier ses doubles colon- 
nes; qui depuis ont fait fortune a supposd que le degr& d’une courbe 
soit Egal a celui de sa polaire, ou, en autres termes, que le nombre des 
points d’intresection d’une courbe algebrique d’un degr& quelconque avec 
une droite donnee soit en general &gal au nombre des tangentes ü la 
m&me courbe passant par un point donne. Plusieurs ans au paravant 
M. Poncelet avoit d&jäa reconnu le contraire, en annoncant que, si le 
degr& de la proposee est 2, le nombre de ses tangentes, partant d’un 
m£me point donne est de m(m—1): fait Evident et tres facile a prou- 
ver par lanalyse.. Cedant enfin malgr& lu M. Gergonse garantit ä 
scs doubles colonnes leur validit6 en remplagant seulement daus P’une 
d’elles le mot degre par le mot classe. D’apres cette d@nomination une 
courbe proposee du n““* degre est de la m(m—1)"* classe et sa po- 
laire de la n'“* classe. Cette nouvelle classification des courbes me 
parait tres importante; en l’adoptant je me plais ‚de reconnaitre que la 
meprise m&me d’un homme d’esprit porte ses fruits. 

Des que les courbes passent le second degr& jl se presente une 
difficeulte, que je vais exposer. Le degr&@ d’une courbe proposee £tant 7, 
celui de sa polaire sera en general m (m —1). Cette nouvelle courbe a 
reciproquement pour sa polaire la proposee. Tandis done, qu'en gene- 
ral une courbe du m(m—1)”* degr& a pour polaire une courbe du 
m(m—1)[m(m—1)—1]""* degre, une courbe particuliere de ce m&me 
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ieıne 


degr& a pour polaire une courbe du m degr@ seulement. Ainsi par 
exemple ä une courbe du 3" degre repond comme polaire une courbe 
du 6%, A une courbe du 6" degr&e en general une courbe du 30‘; 
mais dans le cas particulier en question ce degre se reduit de 27 unites 
et redescend au troisitme. De m&me ä une courbe du 4°”* degr& repond 
comme polaire une courbe du 12, A une courbe du 12° degr& en 
general une courbe du 132°; mais dans le cas particulier ce degre, en 
se rabaissant de 128 unites, redevient le 4°”. Quelle et donc la nature 
de la courbe particuliere qui produise une reduction si extraordinaire? 


Voilä la difhicult@ A resoudre. 


M. Poncelet essaya d’en donner l’explication dans le present Jour- 
nal (vol. IV. p. 13.). I la trouve dans les points doubles de la courbe 
polaire de la proposee, dont chacun d’apres lui produit dans le degre@ de 
la polaire r&ciproque une reduction de deux unites. Je designois aussi- 
töt (Analitische Entwickelungen vol. HI. p. 288., note) cette explication 
comme incomplete, vu quune courbe du 2(m — 1)" degr&@ ne pour- 
roit jamais avoir un nombre de points doubles suffisant pour operer la 
reduction exigee. J’aurais dü ajouter, que dans le cas der = 3, la courbe 
proposee ne permettant pas d’ötre touchee par une m&me ligne dJroite 
en deux points differens, sa polaire ne pourroit pas admettre de points 
doubles. Plus tard, dans la suite de ses me@moires (voy. le present Jour- 
nal vol. VIiI., p. 38.) M. Poncelet convient, en parlant de l’explica- 
tion en question „de n’avoir fait que glisser sur cette importante et dif- 
ficile matiere.” Ensuite il continue ainsi: „En eflet la solution de ces 
‚, questions d@pend du perfectionnement d’une autre theorie, celle des points 
„singuliers des courbes, qui n’est pas encore completement faite malgre 
„les savantes recherches de nos premiers gcometres, et elle tient aussi 
„aux diffieultes les plus ardues de la science de l’@limination. Mais, quoi- 
„que les considerations d’une geometrie purement intuitive, appuyde de 
„‚notions qui derivent de ladmission du prineipe de continuite, nous aient 
„permis d’entrer plus avant dans le fond de la question, nous ne saurions 
„nous flatter cependant d’en avoir £clairci entierement les difheultds et 
„d’avoir dissip@ tous les nuages dont elle demeure encore enveloppee.” 


Voila l’etat de la question dont je me propose de consigner ici la 


solution. 








5. Plücker, solution d’une quest. fondam. concernant la theor. gen. des courbes. 107 


Une courbe peut &tre regardee ou comme decrite par un point ou 
comme enveloppee par une ligne droite. Au premier mode de generation 
se rapporte la maniere g@ndralement en usage de representer une courbe 
par une dquation entre deux variables. Dans cette generation c’est un 
cas tout singulier si le point gendrateur s’arrete pour se diriger en sens 
contraire; les courbes representees par les &quations generales d’un deers 
quelconque n’admettent pas en general de points de rebroussement. Eiles 
n’admettent pas non plus en general de points multiples ou isol&s. Mais 
elles auront en general un certain nombre de points d’inflexion, qui ne 
se comportent nullement comme points singuliers, car dans de tels points 
le mouvement du point generateur n’est pas interrompu. Dans le second 
mode de generation, auquel se rapporte un algorithme non moins facile, 
il n’existe pas en general de points d’inflexion, parceque dans un tel point 
le mouvement de la droite generatrice s’arrete et continue ensuite en 
sens contraire. Il n’existe pas non plus en general de tangentes multiples. 
Mais il y aura en general un certain nombre de points doubles et de 
de points de r@broussement. Dans ces derniers points le mouvement de 
la droite g@n@ratrice ne presente aucune singularit®, elle y continue ü se 
mouvoir dans le meme sens. La definition de la tangente n’est pas la 
meöme dans les deux modes de g@n@ration; dans le premier toute ligne 
droite passant par deux points coincidans (consecutifs ou non) jouit du 
röle de tangente, dans Je second la tangente c’est la droite generatrice 
dans ses differentes positions. De la resulte qu’a chaque point double 
d’une courbe proposdee reponde une reduction de deux unites dans le 
degr& de sa polaire, commeM. Poncelet la remarqu@ le premier, pour- 
vu toutefois que le point double ne soit en particulier un point de re- 
broussement; dans ce cas au contraire la r@duction est de Zrois unites. 
D’apres ces preliminaires, je passe ü l’Enonc# de la solution. 


Les courbes representees par l’&quation generale du m’”"° degre 
ont en general un nombre de points d’inflexion Egal a 3m (m—2)=M 
et un nombre de tangentes doubles egal ü 


(m+3)m(m—2)(m—3) = N. 
Leurs courbes polaires du 2 (m -+1)"° degr& auront donc en general M 


points de rebroussement et /V points doubles proprement dits. Le degre 
de leurs polaires, qui pour les courbes de leur degre, est en general le 


14 * 
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m(m+ 1) [m (m + 1) —1]"‘, s’abaise done de (3M-+2N) wnites et re- 
descend ainsi au mn“, 

Dans le cas de m = 3 la reduction provient done uniquement des 
points d’inflexion de la proposee, qui sont au nombre de 9. Six de ces 
9 points sont toujours imaginaires, 

Dans le eas de nm —=4 la reduction provient des 24 points d’in- 
fiexion et des 28 tangentes doubles de la proposde. Et ainsi de suite. 

Je dois me contenter ici d’avoir Enonc& ce resultat, auquel se rat- 
tachent une foule de question du plus grand inter&t dans la theorie gene- 
rale des courbes algebriques. On trouvera tous les developpemens de- 
sirables sur cet important sujet dans un ouvrage qui paraitra en peu de 
mois, dans lequel je me propose d’exposer un syst&me de g&omeätrie ana- 
Iytique en partant de points de vue nouveaux et en m’occupant presque 
exclusivemenrt des courbes de degres superieurs. 


Halle, ce 14. Fevrier 1834. 
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6. 


Über eine allgemeinere Art der Affinität geometrischer 


Figuren. 
(Von Herrn A. F. Möbius, Professor in Leipzig.) 





In meinem „barycentrischen Calcul” habe ich zu zeigen gesucht, dals, 
aufser den schon in den ersten Elementen der Geometrie in Betracht kom- 
menden Beziehungen, in welchen Figuren zu einander stehen können, und 
wonach zwei Figuren einander gleich und ähnlich, oder ähnlich 
allein, heilsen, es noch einige andere dergleichen Beziehungen oder Ver- 
wandtschaften gebe, die, obschon von allgemeinerer Beschaffenheit, als 
jene schon bekannten, doch in das Gebiet der Elementar-Geometrie noch 
gehören, indem auch bei ihnen Puncten der einen Figur, welche in einer 
Geraden liegen, in einer Geraden enthaltene Puncte der andern Figur ent- 
sprechen. Ich nannte diese allgemeineren Verwandtschaften Affinität 
und Collineations-Verwandtschaft; denn die Gleichheit, die 
ich an jenem Orte zwar ebenfalls als eine besondere Verwandtschaft be- 
handelt habe, ist im Grunde nur als eine specielle Art der Affinität zu 
betrachten. 

Bei der Collineations-Verwandtschaft ist, wie schon ihr Name äus- 
drücken soll, gedachtes Entsprechen gerader Linien das alleinige sie cha- 
rakterisirende Merkmal. Bei der Affinität hingegen kommt als zweites 
Merkmal noch hinzu, dafs je zwei Theile der einen Figur — Flächen- 
theile, oder Theile des Raums, nachdem die Figur in einer Ebene oder 
im Raume überhaupt enthalten ist, — sich ihrem Inhalte nach eben so 
zu einander verhalten, wie die entsprechenden Theile der andern Figur. 

So wie nun aus der Affinität die allgemeinere Verwandtschaft der 
Collineation entspringt, wenn wir von den oben erwähnten zwei Merk- 
malen blofs das erste beibehalten: so wird die Affinität gleichfalls in 
eine allgemeinere Verwandtschaft übergehen, wenn wir das erste Kenn- 
zeichen nicht mehr berücksichtigen und nur das zweite noch festhalten. 
Bei dieser allgemeineren Art von Affinität entsprechen also die Puncte 
zweier Ebenen einauder dergestalt, dals, wenn ion der einen Ebene irgend 
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eine in sich zurücklaufende Linie gezogen wird, die entsprechende Linie 
in der andern Ebene, d. h. die Linie, welche durch die den Puncten der 
erstern Linie entsprechenden Puncte geht, eine Fläche einschliefst, die zu 
der von der ersterk Linie begrenzten Fläche in einem constanten Ver- 
hältnisse steht. Und eben so ist es bei zwei Räumen von drei Dimensio- 
nen, die in dieser allgemeinern affinen Beziehung stehen sollen, hinrei- 
chend, wenn je zwei entsprechende Theile des einen und andern Raums, 
d. h. solche, deren Grenzflächen durch entsprechende Puncte bestimmt 
werden, ein constantes Verhältnifs zu einander haben. Hierbei können 
also, und werden im Allgemeinen, geraden Linien und Ebenen des einen 
Raums Gurven und krumme Flächen im andern entsprechen, und zwar 
Curven und Flächen, die jede beliebige Form haben können. Denn so 
lange noch nicht die einander entsprechen sollenden Puncte bestimmt sind, 
hindert uns nichts, diese Bestimmung bei zwei Ebenen z. B. damit anzu- 
fangen, dals wir dem Perimeter eines geradlinigen Vielecks in der einen 
Ebene irgend eine in sich zurücklaufende Curve in der andern entsprechend 
setzen, wenn nur die Flächen beider Figuren in dem constanten Verhält- 
nisse stehen, welches je zwei entsprechende Flächen zu einander ha- 


ben sollen. 
Schon hieraus ist abzunehmen, dafs die Grundformeln dieser Ver- 


wandtschaft, d. i. die allgemeinen Relationen zwischen den Coordinaten 
zweier entsprechenden Puncte, Gleichungen mit partiellen Differenzen sein 
werden, indem nur solehe Gleichungen zu willkürlichen Functionen und 
damit zu willkürliehen Gurven: und Flächen führen können. Diese Grund- 
formeln zu entwickeln, und ihre Integration auszuführen, welches hier auf 
besonders einfache Weise geschehen kann, ist der Zweck des vorliegen- 
den Aufsatzes. Ehe wir jedoch diese analytische Untersuchung beginnen, 
wollen wir, grölserer Anschaulichkeit willen, den Gegenstand zuerst auf 
folgende rein geometrische Weise in’s Auge fassen. 





$. 1. Heilsen M und N die beiden Ebenen, deren Puncte in affı- 
ner Beziehung zu einander stehen sollen. Man denke sich die Ebene NV 
mit zwei Systemen paralleler Geraden Z, 7, 73, .... U, DI, Dr, »... 
überzogen, von denen die Linien des einen Systems die des andern recht- 
winklig schneiden; die Linien jedes der beiden Systeme für sich seien, 
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jede von der nächstfolgenden, unendlich wenig, aber gleich weit entfernt. 
Hierdurch wird /V in eine unendliche Menge unendlieh kleiner und ein- 
'ander gleicher Rechtecke zerlegt. 75 | Dir 

 -Heißen nun X, X, X, .... Y, Y, By .... die den Z, 7, :«.:. 
VO, D,, ».... entsprechenden Linien in der Ebene M, so muls M: durch 
diese Linien ebenfalls in unendlich kleine und einander gleiche Vierecke 
getheilt werden, deren jedes von irgend zwei auf einander folgenden Li- 
nien der einen Reihe X,.... und zwei auf einander folgenden Linien 
der andern Reihe Y,.... begrenzt wird. Sind diese Linien wirklich ge- 
zogen, so ist damit die affıne Beziehung beider Ebenen vollkommen be- 
stimmt. Denn für irgend einen Punct der einen Ebene läfst sich nun- 
mehr der entsprechende in der andern angeben, — dem Durchschnitte 
von 7, und U, in IV entspricht der Durchschnitt von X, und Y, in HM, — 
und je zwei sich entsprechende Flächentheile in /V und M verhalten sich 
wie eines der Elementar-Rechtecke in IV zu einem der Elementar- Vier- 
ecke in M. 

$. 2. Es entsteht jetzt die Frage, wie viel von den Linien X, 
X, +. Y,.... in M willkürlich gezogen werden können, und wie 
biernach die übrigen zu bestimmen sind, damit die durch die Kreuzung 
der beiden Systeme entstehenden Vierecke, der Forderung gemäls, einander 
gleich werden, und zu den rechteckigen Elementen der Ebene /V in einem 
gegebenen Verhältnisse stehen. Wir wollen der Autwort hierauf die Be- 
trachtung einiger speciellen Fälle vorangehen lassen. 

1. Es ist klar, dals die Forderung gleicher Elemente in M er- 
füllt wird, wenn jedes der beiden Systeme X, .... und Y,.... aus paral- 
lelen Geraden besteht, die in gleichen und unendlich kleinen Entfernungen 
auf einander folgen. Denn, welchen Winkel auch die Parallelen des einen 
Systems mit denen des andern machen, so wird dann immer die Ebene 
in einander gleiche und ähnliche Parallelogramme zerlegt. Auch sieht 
man ohne. Schwierigkeit, dals dann je drei Puncten der einen Ebene, 
welche in einer Geraden liegen, drei ebenfalls in einer Geraden befindliche 
Puncte der andern entsprechen. Mithin ist diese Beziehung der beiden 
Ebenen die Affinität im engern Sinne selbst. 

2. Man lasse, wie im vorigen Falle, Y, Y,, .... in gleichen Ab- 
ständen von einander entfernte parallele Gerade sein; X aber sei eine wili- 
kürliche Curve. Denkt man sich nun diese Curve ohne Änderung ihrer 
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Gestalt parallel sich fortbewegend, so dals jeder ihrer Puncte eine Paral- 
lele mit Y beschreibt, und hält man von.allen den verschiedenen. Lagen 
der Curve eine Reihe solcher fest, welche in. unendlich: ‚kleinen ‚und. glei- 
chen Entfernungen von einander abstehen, so werden dies-die übrigen 
Linien X,, Ar, +»... sein. Denn auch auf diese Weise wird die Ebene in 
einander gleiche Parallelogramme getheilt, von denen aber nur diejenigen 
einander zugleich ähnlich sind, welche in einer und derselben Parallele 
mit Y liegen. | 

Hierbei entsprechen also den Graden U, U,,.... die Geraden Y, 
Yy.+.., den Geraden Z, Z,, .... die Curven X, X,, »... und eben so, 
wie man leicht wahrnimmt, jedem dritten Systeme paralleler Geraden in 
IV ein System einander gleicher und ähnlicher und parallel liegender Cur- 
ven in M, so dals je zwei einander entsprechende Puncte zweier dieser 
Curven in einer Parallele mit Y sind. 

3 Sei X eine Gerade, und die Puncte, in denen sie von Y, 
Y,,.... geschnitten wird, seien gleich weit von einander entfernt. Die 
Linien Y, Y,,..... aber seien Gerade, welche sich in einem von X end- 
lich entfernten Puncte D schneiden. Man übersieht dann sogleich, dals 
die Linie X, eine mit X parallele Gerade sein muß, indem nur unter 
dieser Bedingung die zwischen X und X, enthaltenen Trapeze einander 
gleich sein können. Aus demselben Grunde müssen auch X, mit X,, 
X, mit X,, u. s. w. parallel, also X, X,, X,, .... einander parallele Ge- 
rade sein und zugleich in demselben Verhältnils einander näher liegen, 
in welchem sie von D weiter abstehen, da in dem nämlichen Verhältnisse 
die von D ausgehenden Linien Y, Y,, .... sich desto weiter von einan- 
der entfernen. Das System der Parallelen X, X,, .... ist übrigens nicht 
blols auf die eine Seite des Punctes D beschränkt, sondern erstreckt sich 
auch auf die andere Seite von D, dergestalt, dals D zwischen allen die- 
sen Parallelen eine symmetrische Lage hat. | 

Um das Gesetz, nach welchem hierbei die Puncte beider Ebenen 
M und I auf einander zu beziehen sind, näher noch kennen zu lernen, 
wollen wir zwei sich entsprechende Vierecke, vw in M und v in X, in’s 
Auge fassen. Von dem Viereck w seien X und X,, Yund Y, die zwei 
Paar gegenüberstehender Seiten; also 7 und 7), U und U, die zwei Paar 
gegenüberbestehender Seiten von v. Während nun die Linien X, Y und 
Y, fest bleiben, bewege sich die Linie X,, welche gleich anfangs dem 
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Puncte D näher liege, als X, parallel mit X bleibend, nach D mit gleich- 
förmiger Geschwindigkeit zu. Hiermit wächst anfangs der Inhalt von zo, 
aber immer langsamer. Von dem Augenblicke an aber, in welchem X, 
durch D geht, und daher das Viereck w zu einem Dreiecke wird, ver- 
wandelt sich die Zunahme in Abnahme, da gedachtes Dreieck bei der 
ferneren Bewegung von X, ein auf der entgegengesetzten Seite von D 
liegendes, und daher negativ zu nehmendes Dreieck, als Increment, erhält. 
Hat sich X, auf dieser Seite eben so weit von D entfernt, als X auf der 
andern von D liegt, so ist w==0, und bei noch weiterer Bewegung von 
X, wird w negativ. 

Damit nun diesen Änderungen des Inhaltes von zu proportionale 
Änderungen von v entsprechen, so muls die Linie 7,, welche, parallel 
sich. fortbewegend, mit den fest bleibenden Linien 7, U, D, ein Rechteck 
v zu bilden fortfährt, von Z’ sich immer langsamer entfernen, bis sie in 
eine Lage © kommt, welche der durch D gehenden Lage von X, ent- 
spricht; sie muls bierauf wieder nach Z’ zurückkehren, und zuletzt durch 
T auf die andere Seite von Z’ sich wenden, wobei v aus dem Positiven 
durch Null in das Negative übergeht. Hieraus ziehen wir nun die Fol- 
gerungen: .:: | 

o) dals dem Puncte D in M, in welchem sich Y, Y,, .... schneiden, in 
N nicht blofs ein Punct, sondern alle in einer gewissen mit 7’ paral- 
lelen Geraden © enthaltenen Puncte entsprechen ; 

b) dals nur die auf der einen Seite von © liegenden Puncte in /V ent- 
sprechende Puncte in M haben, und 

c) dafs jedem dieser Puncte in V zwei Puncte in M entsprechen, zwi- 
schen welchen: der Punct D stets in der Mitte liegt. 

4. Wir wollen wiederum die Linien Y, Y,, Y., .... gerade sein 
und sich in einem Puncte D schneiden lassen, nächstdem aber aunehmen, 
dafs die unendlich: kleinen Winkel, welche je zwei nächstfolgende bilden, 
insgesammt einander ‚gleich sind. Ist alsdann X ein aus D als Mittelpunet 
beschriebener Kreis, so erhellet leicht, dafs die übrigen Linien X,,X,,.... 
mit .X.:cöncentrische Kreise sein müssen, und dals der gegenseitige Ab- 
stand je zweier nächstfolgenden Kreise, oder der Unterschied ihrer Halb- 
messer, in demselben Verhältnisse abnehmen muls, in welchem die Halb- 
messer selbst zunehmen. : Den Geraden Z, 7), .... entsprechen daher 
jetzt Kreise, und es wird mithin jedem Puncte in M eine Reihe unend- 
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lich vieler Puncte in /V entsprechen, die sämmtlich in einer Parallele mit 
T und in gleich grolsen endlichen Entfernungen von einander liegen. 
Eben so wie im vorigen Beispiele wird ferner auch hier dem Puncte D 
jeder Punet in /V entsprechen, der in einer gewissen Parallele © mit 7’ sich 
befindet; auch werden nur den auf der einen Seite von © liegenden Punc- 
ten in / Puncte in M, und zwar jedem in /V zwei in M entsprechen, 
zwischen welchen D in der Mitte ist. 

$. 3. Seien nunmehr, um den ganz allgemeinen Fall zu betrach- 
ten, Y, Y,, Y,, .... irgend beliebige Linien, und nur folgenden zwei 'aus 
der Natur der Sache selbst flielfsenden Bedingungen im Allgemeinen un- 
terworfen: 

a) dals je zwei nächstfolgende derselben, wie Y und Y,, überall einan- 
der unendlich nahe sind, und dafs folglich jedes Element der einen 
mit dem nächstliegenden Elemente der andern als parallel’ angesehen 
werden kann; | 

b) dafs bei je drei nächstfolgenden Curven, wie Y, Y,, Y,, die Ab- 
stände jedes Elementes der mittlern Linie Y, von den nächstliegenden 
Elementen der zu beiden Seiten befindlichen Linien Y und Y, unendlich 
nahe in dem Verhältnisse der Gleichheit zu einander stehen, dafs also 
diese zwei schon an sich unendlich kleinen Abstände nur um ein un- 
endlich Kleines einer höhern Ordnung von einander verschieden sind. 

Dieses vorausgesetzt, seiX eine beliebige, die Linien Y, Y,, Y;, .... 
unter endlichen Winkeln schneidende Linie, und es kommt nun zunächst 
darauf an, der X ıwmendlich nahe eine zweite Linie X, zu ziehen, derge- 
stalt, dafs alle die unendlich kleinen Parallelogramme, in welche der zwi- 
schen X und X, enthaltene Streifen durch die Linien Y, Y,, Y,, ....' zer- 
lest wird, einen und denselben gegebenen Flächeninhalt f haben. Dieses 
ist aber immer möglich. Denn heilsen p, 215 ?2> ---- die Theile, in welche 
X in den Durchschnitten mit Y, Y,, .... getheilt wird, und 9, 915 93 »... 
die zugehörigen Breiten des Streifens, so sind P9, PıYıs P2f25 »... jene 
Parallelogramme ihrem Inhalte nach, und es sollen daher 9 =pı 1 =... 
—/f sein. Es muls folglich die Breite des Streifens in demselben Ver- 
hältnisse zu- oder abnehmen, in welchem die Theile p, 1; »..- ab- oder 
zunehmen, und da sich diese Theile der Voraussetzung 5) zufolge nach 
dem Gesetze der Stetigkeit ändern, so wird auch die Breite stetig wachsen 
oder kleiner werden, und folglich die Linie X,, eben so wie X, eine ste- 
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tige sein. Die Breite des Streifens an einer bestimmen Stelle, z. B. beim 
Elemente p, ist =f:p. 

Auf gleiche Weise lälst sich eine auf X und X, folgende und der 
X, unendlich nahe dritte Linie X, ziehen, so dafs der von X, und X, 
begrenzte Streifen durch Y, Y,,.....in einander und dem f gleiche Paral- 
lelogramme getheilt wird. Unter derselben Bedingung kann man ferner auf 
X, eine vierte Linie X, eine fünfte X,, u. s. w. ins Unendliche, folgen lassen. 


Hiermit ist nun, wie gefordert wurde, die Ebene M durch die zwei 
Systeme von Linien X, X,, .... und Y, Y,, .... in Elemente von einer 
und derselben gegebenen Größe zerlegt. Dabei konnte das eine dieser 
Systeme, Y, Y,, ...., bis auf die unter @) und 5) bemerkten Bedingungen, 
ganz willkürlich, und gleichergestalt eine der Curven des andern Systems, 
X, willkürlich genommen werden. Hiermit aber und mit dem gegebe- 
nen constanten Inhalte des Flächen-Elements waren alle übrigen Linien 
Ay, Ar, +»... des andern Systems vollkommen bestimmt. 


$. 4. Denselben Gegenstand wollen wir nun mit Hülfe der Ana- 
Iysis untersuchen, Seien x, y die rechtwinkligen Coordinaten eines Punc- 
tes der Ebene M, und f, u die rechtwinkligen Coordinaten des ihm in 
der Ebene /Y nach irgend einem Gesetz entsprechenden Punctes, so sind 
t und u als gewisse Functionen von x, y zu betrachten, und es ist dem- 
nach, wenn wir hier, und ähnlicher Weise in dem Folgenden, die par- 


a n dt dt d d 
tiellen Differenzen Eu: &5 


han TR der Kürze willen mit /,, t,, v,, u, 


bezeichnen ; 
l. dt = t,de-+t,dy, 2. du= u,de-Fu,dy. 

So wie daher dem Puncte (x, y) der Punct (2, u), so entspricht 
dem Puncte (e-+dx,y-+-dy) der Punct 

(t+t,de-+t,dy, uFu,de-+-u,dy), 
folglich dem Puncte («+ dx, y) der Punct (+!,dx,u+ u,dx) 
und - =» (2, y+dy) - - - (t+t,dy,u+u,dy). 

Nun ist der Inhalt des Elementar-Dreiecks in der Ebene M, welches 
die Puncte (x, y), (e+dx,y) und (x,y-+dy) zu Ecken hat, = 4dxdy, 
und der Inhalt des von den entsprechenden Puncten in V gebildeten 
Dreiecks, = (txu,—2,u,)dxdy. Sollen demnach, unserer Aufgabe ge- 
mäls, je zwei sich entsprechende Flächen-Elemente der Ebenen M und IV 


"in einem constanten Verhältnisse = 1: m zu einander stehen, so hat man 
35 ® 
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die Fundamentalgleichung zwischen partiellen Differenzen: 
Il. t.u,—t,u.=m, 
woraus sich alle im Vorigen enthaltenen Resultate werden herleiten lassen. 
Doch wollen wir zuvor auf eine aus dieser Gleichung sich leicht erge- 
bende, aber vielleicht nicht ganz uninteressante, analytische Folgerung auf- 
merksam machen. 
Da nemlich nach Festsetzung der Gleichung I. auch umgekehrt 


jedes Element in /V sich zu dem entsprechenden Elemente in M wie 21 


verhält, so mußs, indem man x und y als Functionen von ?, u betrachtet, 
und hiernach 
3. de =x,dt+x,du, 4. dy=y.dt+y.du 


setzt, auch die Gleichung Statt finden: 
1 


lu FF 
und da diese Gleichung, und die vorige I., offenbar auch dann noch zu- 
sammen bestehen, wenn » von einem Paare entsprechender Puncte zum 
andern veränderlich ist, so schliefsen wir: ‘ 
Was auch £ und u für Functionen von x, y, und mithin auch x 
und y für Functionen von ?, z sein mögen, so ist immer: 
(.u,—t,u,) u y—&uyı) = 1. 
Rein analytisch dürfte sich diese Formel folgendergestalt am ein- 
fachsten beweisen lassen. Aus (1.) und (2.) folgt: 
u,dt—t,du = (t,u,—t,u,)dx. 
Hierin müssen sich, weil di und du von einander unabhängig sind, 
die Coefficienten von dt, du, dx eben so zu einander verhalten, wie in 


(3.), und es ist daher: 
? 
2. 
Von der andern Seite fliefst aus (3.) und (4.): 
y.da—x.dy ME (Yu —&uyı)dt, 
und da diese Gleichung mit (1.) identisch sein muls, so hat man 





t,.u,—t,u. m — 


folglich u. s. w. 

Auf gleiche Art kann man weiter schlielsen, dafs, wenn v und 
irgend welche Functionen von £, u, also auch von x, y- sind, und man, 
wie vorhin, | 
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dt= t.ds+t,dy, ‘du =w.ds-tu,dy, 
5, (dv=v,dt+vdu dw='wdt+ w,du, 
lde= »,dvtx,dw: dy='ydv4u,dw, und überdies, 
6. z.u,—tu =m vwWw—UVW = m, %,Yu—&uyYı = m; 


setzt, dals alsdann 
m.m.m, —=1 


ist. Denn betrachtet man x und y, £ und.z, v und w als rechtwinklige 
Coordinaten dreier in ‚drei Ebenen sich entsprechender Puncte, und sind 
e, €; © drei sich entsprechende Flächen-Elemente der Ebenen, so ver- 


hält sich: 
e:e, =1:m, e:,=1:m,, s:e=1:m,, 


folglich u. s. w. *). 

Dafs analoge Relationen auch bei vier und mehreren Paaren ver- 
änderlicher Größen, deren jedes von jedem der übrigen auf beliebige 
Weise abhängig ist, Statt finden müssen, erhellet auf diesem geometrischen 
Wege von selbst. | 

$. 5. Unsere Aufgabe besteht nunmehr darin, für 2 und z solche 
Functionen F(x,y) und f(x,y) von x,y zu finden, welche der Gleichung 

Il. „u, —tu.=m, 





*) Will, man sich hiervon analytisch überzeugen, so combinire man die 6 
Gleichungen (5.) dergestalt, dafs man in den zwei letzten derselben, welche dx und 
dy dürch dv und dw ausdrücken, dv und dw miltelst der zwei vorhergehenden 
Gleichungen durch dt und dw ausdrückt, und sodann für dt und du ihre Werthe 
aus den zwei ersten Gleichungen substituirt. Auf diese Weise erhält man zwei Glei- 
chungen, jede zwischen dx und dy, deren vier Coefficienten insgesammt Null seia 
müssen, weil dx und dy von einander unabhängig sind. Die Nullsetzung dieser Coef- 
ficienten giebt, wenn man noch, der Kürze willen, 

a er "ehe =, 
Cuvur Luwu = X, Yu vut Yu Wer 
setzt, folgende vier zwischen den partiellen Dilferöusen in (5.) bestehende Relationen: 
x, X+,X0 =1 ,Yt-wY”’ = 
, X, X = 0, «Yu, Y 0. 
Hieraus fliefsen, mit Rücksicht” auf (6.), die 4 Gleichungen : 
| mX=u, my u, 
mi = —t, mY'=tz; 


8. m XYr—-Xy)i. 
Durch Verbindung der Gleichungen (7.) ergiebt ‚sich aber : 
am = wÄ—wmX, ym = Ba — wm, = yX—ı,Y'; 
und wenn man aus diesen 3 Gleichungen x, und y, eliminirt: 
mm, =XÄY-—XY, 


und hieraus folgt: 


folglich Wegen (8. ): 


mm,m, = 1. 
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wo m eine gegebene Constante ist, Genüge leisten. Weil aus einer Dif- 
ferentialgleichung sich nur eine Euntion bestimmen lälst, so kann die 
eine der Functionen Z und u, es sei f, nach Willkür angenommen wer- 
den (d. h. die Linien Y, Y,, .... in der Ebene M können beliebige sein, 
$. 3.), und die andere u ist dann durch Integration von I. herzuleiten. Zu 
diesem Ende wollen wir die Gleichung I. zunächst auf eine hierzu noch 
passendere Form zu bringen suchen. 


Aus der Gleichung v=/f(x,y) kann man sich y mittelst der Glei- 
chung {=F(z,y) eliminirt denken. Hierdurch wird # eine Function 
von £, x, und es ist alsdann: 


du=udt+u,.de=u,(t,de+t,dy)Fu.dz. 


Bei dieser Ansicht hat man daher statt der vorigen ö, und u,, wo 
u garadezu als Function von x,y betrachtet wurde, resp. z,t.-+u, und 


u,t, zu setzen, und die Gleichung I. zieht sich nach Substitution dieser 
Ausdrücke zusammen in 

—t,U; pe m. 

Hieraus folgt aber: 


u.de = — mir a 
und es kommt, wenn man, mittelst der Gleichung ?=F(z,y), t, als 
Function von x, t ausdrückt, und sodann integrirt, indem man ? constant 


nimmt: 





u= 0404, wO0= m): 
und ®£ eine willkürliche Function von £ ist. Substituirt man dann in Q 
und ®£ für ? seinen Werth Z(x,y), so hat man, wie verlangt wurde, u 
als Function von x und y gefunden. 


Die willkürliche Function ®/ kann, in Übereinstimmung mit $.3., 
stets so bestimmt werden, dafs der Axe der ?, oder irgend einer mit ihr 
gezogenen Parallele, deren Gleichung u=e ist, irgend eine gegebene 
Curve in der Ebene M entspricht, d.h. dafs die Gleichung e=Q0+9: 
irgend eine gegebene Gleichung fi(x,y)=0 zwischen x und y ist. Man 
hat deshalb nur x und y aus Q mittelst der Gleichungen f(x, y) = 0 
und 2=F(x,y) zu eliminiren, und auf diese Weise Q} als eine Function 
von £ auszudrücken. Denn man erhält somit f!=e—Q als eine be- 
kannte Function von £. 
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$. 6. Dals die willkürliche Function, welche zu dem particulären 
Werthe Q von x hinzutritt, eine Function von'F'{x, y) oder t seinmuls, 
läfst sich folgendergestalt auch geometrisch einsehen. Man denke sich 
wiederum das in $.1. beschriebene, von den zwei Systemen 7, 7’, .... 
und U, U’, .... gebildete Netz, wodurch die Ebene N in einander’ gleiche 
rechteckige Elemente zerlegt wird; die Linien 7), .... seien mit der Axe 
der t, und Ü,.... mit der Axe der u parallel. Seien ferner P und O 
zwei solche Funcfionen von x, y, dals sie, resp. =! und u gesetzt, eine 
offene Beziehung zwischen den Ebenen M und, /V hervorbringen, dafs also, 
wenn u=Öb und {= die Gleichungen sind, welche irgend einer der 
Geraden 7, .... und irgend einer der Geraden U zukommen, in der 
Ebene M die entsprechenden Linien der Systeme X, .... und Y, .... die 
Gleichungen Q=b und P=a haben. _  _. 

Die Gleichheit der Elemente in // wird nun nicht aufgehoben, und 
ihre Gröfse bleibt dieselbe, wenn wir die Geraden U, .... unverändert 
lassen, dagegen die Geraden 7, .... in beliebige einander gleiche und 
parallel liegende Curven verwandeln, so dals die zwischen je zwei dieser 
Curven fallenden Theile von U, U,, .... noch von derselben Gröfse sind, 
als vorher, wo 7, .... Gerade waren (Vergl. $. 2.2.). Es werden folg- 
lich M und /V in affiner Beziehung und nach demselben Verhältnisse 1: 
auch dann noch zu einander stehen, wenn wir die Linien Y, Y,, .... den 
Geraden U, .... und dieLinien X, .... den nunmehrigen Curven 7), .... 
entsprechend setzen. ' 

Seinun u—Pr=0 die Gleichung der Curve, in welche die Axe der 
t übergegangen ist, alıo „—@Pt=D die Gleiehung der, Curve, in welche 
sich irgend eine andere Gerade des Systems 7, .... deren Gleichung u — 5 
war, verwandelt hat. Dieser Geraden, und also auch der nunmehrigen 
Curve, entspricht aber in M die Curve, deren Gleichung Q =; und da 
dieses für jeden beliebigen Werth der Constante 5 gilt, so hat man jetzt 
u—@t:=0, statt der. vorigen: Gleichung u.—= 0. Die Gleichung t=P 
dagegen bleibt ungeändert, da die Geraden U, ...., nach wie vor, den 
Curven Y, .... entsprechen sollen. . 

Ist daher ‚durch die Gleichungen {= P und vu=0Q eine aflıne Be- 
ziehung zwischen M und IV festgestellt, so bleibt eine solche Beziehung, 
und das constante Verhältnils zwischen entsprechenden Flächentheilen ist 
noch dasselbe, wenn man =P und vuv=Q0+9:=Q0+9L0 setzt. 
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$. 7. Wir wollen jetzt die in $. 5. entwickelte analytische Methode 

an den in $. 2, aufgestellten Beispielen erläutern und: daher erstens | 
t=astby-te 

setzen, so dals der Axe der u und .den ihr; parallelen Geraden ein System 
von Parallelen in M entspricht, und dafs der Abstand ‚je. zweier. der er- 
stern Parallelen von einander dem gegenseitigen Abstande der ’entspre- 
chenden letztern Parallelen proportional ist. Denn für =!‘ und :=+#" 
schneiden die entsprechenden ‚Parallelen in M die Axe der x in Puncten, 


—Cc t/ ER 


welche vom Anfangspunete der x um und 








‚ also von einander 





entfernt sind, 
Aus der: Gleichung für # folgt aber 1,—=>b, und damit 


eo . . . ® t’ — tt’ 
um. die mit 2” —t’ proportionale Linie e 


— m/f er 
7 FR b? 
und | 


Werde nun verlangt, die Function ® so zu bestimmen, dafs für 
u= e die erhaltene Gleichung in «= +5,y+c,=0 übergehe, dafs 
also einer gewissen Parallele mit der Axe der ? eine gegebene Gerade in 
M entspreche. Die Elimination von y aus der Gleichung für diese 'Ge- 


rade und aus der Gleichung für f giebt 
b,t—cb,-+c,b 
Fl ab—ab ? 





und damit a 
m —cb, rc 
Pr ei EC ; 

uhd es wird die Gleichung für z, wenn man in der nun gefundenen Fünc- 
tion ®, für # seinen gegebenen Werth setzt, nach gehkiger Reduotion 

(ab, —a,b)(u—e) = m(aztrbyte) 
Bestimmt man (daher a, und d, so, dafs ad, — a,b =m, so wird: 

v=ar+byH6;5 Ä " 
wo c,— dem vorigen c,+e; oder, wäs ‚dässelbe sagt: 
Bei den Gleichungen 

t=axt+iby+te, vw=ar-+by-+6 
verhält sich jedes Element der Ebene M zu dem entsprechenden Elemente 
der Ebene N wie 1 zu ab,—a,b, was auch auf elementarem Wege leicht 
erkannt wird. Es sind dies die beiden Grundformeln für die Affinität 





in engerem Sinne zwischen ebenen Figuren, 
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Sei zweitens 
ax 


&r — ng 


Y 
die für £ gegebene Function von x, y, so dals jeder mit der Axe der u 


parallelen Geraden, 2 = t‘, eine durch den Anfangspunct der x, y ge- 
hende Gerade, f’ = " entspricht, und zwar dergestalt, dafs, wenn erstere 


Gerade parallel mit sich und mit constanter Geschwindigkeit fortbewegt 
wird, letztere sich um den Anfangspunct dreht, und ihr Durchschnitt mit 
einer der Axe der x parallelen Linie gleichförmig in dieser Linie fort- 
rückt (denn wird y constant genommen, so wächst x proportional mit {‘). 








er Bali he 
Aus («.) folgt nun n=— ‚=—;„ nach Elimination von /, 
mithin ef max’ _ my? 
u a 7 er TE, 
und 3 
u RT 
y=7 +Bt. 


In Übereinstimmung mit $. 2. 3. werde nun die Function ® so 
bestimmt, dafs der Parallele mit der Axe der ?, u==e, die Parallele mit 


der Axe x, y==b, entspreche. Mit diesen Werthen von und y wird 


mb’ RL, 
e=7,trPh und daher u—e=,-(y’— 2”), oder geradezu 


pP, uo= 5,7 ge" 
wenn man der Axe der ? die Axe der x entsprechend setzt. Ist alsdann 
a ‚positiv, so gehören zu jedem positiven u zwei gleiche und entgegenge- 
setzte y, für ein negatives u wird y imaginär; d.h. blofs die auf der 
positiven Seite der Axe der £ liegenden Puncte haben entsprechende in 
M, und zwar entsprechen jedem der erstern zwei der letztern, die wegen 


(«.) den Anfangspunct der x, y in der Mitte haben‘, Alles eben so, wie 
wir es in $. 2. bereits bemerkt haben, 


Aus (2.) und (ß.) in Verbindung folgt noch tu=ämxy. Einer 
Hyperbel in /V, welche die Axen der £ und u zu Aymptoten hat, oder 
vielmehr der Hälfte dieser Hyperbel, welche auf der positiven Seite der 
Axe der ? liegt, entspricht demnach eine vollständige Hyperbel in M 
zwischen den Axen der x und y, als Asymptoten. Dabei verhält sich die 


Potenz der letztern Hyperbel zur Potenz der erstern, wie 1:37. 
Crelle's Journal d. PM. Pa. XL UR. 2, 16 
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Entspreche drittens, wie im vorigen Beispiele, jeder Parallele 
mit der Axe der u eine durch den Anfangspunct der x, y gehende Ge- 
rade, sei aber der Winkel der letztern mit der Axe der y proportional 
dem Abstande jener Parallele von der Axe der u, also 


t = a.arc tang 


Hieraus folgt: 


und 


ı b) 9 
u=,;,(@+y)+Pt. 
Möge nun der Axe der £ ein aus dem Anfangspuncte der x, Y 


mit b als Halbmesser beschriebener Kreis entsprechen, so dals v= 0 
und x°—+y” = 5? Gleichungen entsprechender Linien sind. Dies giebt 


0 = 5, +Pt, und somit 
m. 
= 4. 


Es entspricht daher bei dieser Annahme, und wie wir in $. 2.4. 
schon voraus sahen, auch jeder Parallele mit der Axe der ? ein Kreis, 
dessen Mittelpuncet der Anfangspunct der x, y ist, auch wird man die 
übrigen dort bemerkten Eigenschaften durch die hiesigen Formeln bestäü- 
tigt finden. 

Soll der Axe der ? eine Parallele mit der Axe der x, also der 
Geraden v0 ebenfalls eine Gerade y= 5 entsprechen, so hat man erst- 
lich zufolge der Gleichungen für £ und z, wenn man darin für u und y 
resp. O und 2 setzt, und hierauf z aus ihnen eliminirt: 





— und * Ly a m xy” 
dt= ua v7. (sec —) =. I: 0 N 
mithin ilstähe 
y—b 
u = Ya y® (2° +”); 


wonach also jede Parallele mit der Axe der eine Linie der vierten Ord- 
nung in M zur entsprechenden hat. 

$. 8. Noch allgemeiner, als im Bisherigen, können Aufgaben die- 
ser Art gestellt werden, wenn man nicht geradezu den mit der Axe der 
u parallelen Geraden, sondern einem gegebenen Systeme von Linien in 
N überhaupt, wie es in $. 3. beschrieben worden, ein dergleichen System 


ie 2 
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in M entsprechend setzt. Sei das System in IV durch die Gleichung 
F(t,u)=c ausgedrückt, wo e für eine und dieselbe Linie des Systems 
constant und von einer Linie zur andern veränderlich ist. Die jedem be- 
stimmten Werthe von c, also jeder bestimmten Linie des Systems in IV, 
entsprechende Linie in M wird eine Gleichung haben, die zwischen z, y 
und c besteht, und welcher man daher die Form f(x,y)=c geben kann. 
Man wird folglich die gegebene Relation zwischen M und N durch eine 


Gleichung, wie 
1ı.p=9 


ausdrücken können, wo p und 9 gegebene Functionen, erstere von x, y, 
letztere von 7, z sind; und es kommt nun darauf an, eine zweite Glei- 
chung zwischen z, y, £, u zu finden, welche, in Verbindung mit der er- 
stern, Z und u als solche Functionen von x, Yy giebt, die der Fundamen- 
talgleichung I. Genüge leisten, 

In dieser Absicht differentiire man (1.) nach den von einander un- 
abhängigen Variabeln x und y, und man erhält die zwei Gleichungen : 

Px = 9 t, + Qulx 
P, = 9ıly FT Iulyp 
und hieraus, in Verbindung mit I,: 
2, PU, —p,uU,. = mg. 

Da nun » sowohl als v eine Function von z,y ist, so kann u auch 
als eine Function von z und p angesehen werden, und man hat alsdann, 
ähnlicher Weise wie in $.5., für v, und z, resp. u.+-u,p, und u,p, zu 
setzen. Hiermit aber verwandelt sich die Gleichung (2.) in die einfachere: 

2 m Pyl, m Yes 
mithin ä de mie 
a he 

Die partiellen Differenzen p, und 9,, welche, eben so wie p und 7, 
ursprünglich Functionen, erstere von x, y, letztere von ?,z, sind, drücke 
man nun mittelst der gegebenen Gleichungen für p und 9 als Functionen 
resp. von ©, p und z,9 oder v,p, wegen a=9, aus. Hierdurch, und 
weil jetzt v, als Function von x,p anzusehen ist, wird die Differential- 
gleichung (3.), indem man p als constant betrachtet, integrirbar, und es 


kommt: 





du dx 
4. — — mn — 
/ 1 P, + D», 


also eine Gleichung von der Form: F(u,x,p) =Pp, woF eine bekannte 
16 * 
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und @ eine willkürliche Function ist, und worin man nur noch für p 
seinen Ausdruck durch x und y zu setzen hat, um u, wie verlangt wird, 
durch z und y ausgedrückt darzustellen. 

Die willkürliche Function ® kann hier, und so auch schon im Obi- 
gen ($. 9.), überhaupt dadurch bestimmt werden, dafs irgend einer gege- 
benen Livie y=/x in M eine gegebene Linie v=f,t in M entsprechen 
soll, vorausgesetzt, dafs diese Linien nicht mit in den anfänglich gegebenen 
zwei Systemen sich entsprecheader Linien begriffen sind. Denn eliminirt 
man mit diesen Gleichungen y und u aus 7,9 und aus der durch Inte- 
gration gefundenen Gleichung (4.), so kommt: 

p=Fa, y=py=Rt PGp=T;(t,x,p) 
und wenn man mittelst der zwei ersten dieser Gleichungen x und £ aus 
der dritten wegschafft, so ergiebt sich Dp = einer bekannten Function von >» 


$. 9. Zu der im vor. $. erhaltenen Integralformel (4.) kann man 
auch, ohne zu der Fundamentalgleichung I. zurückzukehren, unmittelbar 
durch die einfachere Formel in $. 5. gelangen. Sei wiederum p =9 
die gegebene Gleichung zwischen zwei Systemen entsprechender Linien 
in M und N. Man denke sich eine dritte Ebene O0 mit den rechtwink- 
ligen Coordinaten v, w hinzu, welche zu den Ebenen M und IV in aflı- 
ner Beziehung stehe, und zwar dergestalt, dals je zwei sich entsprechen- 
den Puncten (x, y) und (£,vu) in M und N ein und derselbe Punct 
(v,w) in O, also auch je zwei sich entsprechenden Linien in M und N, 
wie p=a und 9=a, eine und dieselbe Linie in O entspricht. Sei 
v= a, also eine Parallele mit der Axe der zv, diese Linie in O, welche 
den Linien p=e und 9 =a, und zwar für jeden beliebigen Werth von 
a, entspreche. Hiernach ist v=p und v=9, und die eine Coordinate 
v in O ist somit rücksichtlich der Ebene M als Function von x, y, und 
rücksichtlich der /V als Function von ?, u gegeben. Setzen wir nun noch 
fest, dafs jedes Element in O zu dem entsprechenden Elemente in M wie 
n:1, und folglich zu dem entsprechenden in V wie 2: m sich verhalten 
soll, so können wir, nach $. 5., auch die andere Coordinate w als Func- 
tion, das einemal von x, y, das anderemal von ?, v, finden, nämlich: 


dx dt 
w=_n tan vw — [+9 
Hierzu folgt aber: 
dt dx m 


m) =—-(9Mr-dp)=Pr 


Tu Py N 
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weil =9. In dieser Formel ist vor der Integration p, durch p und x, 
9. Jurch 9 und Z£ auszudrücken, beim Integriren selbst p = 9 constant zu 
nehmen, und nachher statt p und 9 die für » gegebene Function von x 
und y zu setzen, und man bekommt somit zunächst ? als Function von x, y: 

Die Formel (4.) des vorigen $. lehrte uns die Function kennen, welche 
u von x,y ist. “Indessen läfst sich die eine Formel leicht auf die andere 
reduciren; denn weil man 9 beim iii als eine Constante anzusehen 


hat, so ist ,d2-+9,du=0, und daher ” =— — , woraus die Iden- 


tität beider Formeln hervorgeht. Aus gleichem Grunde kann man auch 
in jeder der beiden Formeln f Ar mit — f 27 vertauschen. 
Py Px 


$. 10. Um auch zu der jetzt behandelten allgemeineren Aufgabe 
ein Beispiel hinzuzufügen, möge 
“u. 2may=t—u 
die gegebene Gleichung sein, wonach also Hyperbeln in M, welche die 
Coordinaten-Axen zu Asymptoten haben, gleichseitige Hyperbeln, deren 
Haupt-Axen in die Coordinaten-Axen fallen, in /V entsprechen. Es ist demnach 
p=N2mxy, =t— u, 





mithin 
py=?rms, n=rt=ryotu), n=—lu= —ıy(—9), 
dx 
m/f = tloge, [== $log(u+v@+ u) = Hlog(e+ u), 


Py 
dt 


n = — 1log +Y(!—9)) = — tlog(t+ u), 


und daher, mag man die Formel des $. 8. oder des $.9. anwenden: 


BR. zt+u) =D). 
Zur Bestimmung der Function ® setze man, dafs der Geraden y=ux 
in M die Gerade v= dt in N entspreche. Hiermit wird 


p=?2max, g=(l—r, Dp= (l+b)et, 


also, weil y=p, ae: 
gr Yon a) V)- 


Diesen Werth von ®p in (ß.) substituirt und für p, may vesetzt, 
erhält man: 








1—b 
Er) Vera Th)» 
und hieraus, in Verbindung mit («.), 


N) 
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zwei Gleichungen des ersten Grades zwischen x, y, t, u, so dafs bei der 
gemachten Bestimmung von ® zwischen beiden Ebenen Affnität im en- 


sern Sinne Statt findet. 


$. 11. Wir wollen nunmehr die Affinität räumlicher Figuren, und 
zwar sogleich auf analytische Weise, in Untersuchung ziehen. Seien x, 
y, x die rechtwinkligen Coordinaten eines Punctes im Raume M, und 
t, u, vd die rechtwinkligen Coordinaten des entsprechenden Punctes im 
Raume /W, also jede der drei letztern eine gewisse Function der drei er- 
stern, und umgekehrt. Es entspricht demnach 
dem Puncte (®, y, z) der Punct (Z, v, v), und eben so 
-  . .- - (ec r+rdn,yz)- - - (+t.ds,zufru,da,v-vde), 
FF chlöts (x,y-trdy, ») . BET (-+t,dy,u+u,dy‚v--v,dy), 
- 0... (,Y3+d2) - - - (t+t,.dz,u+u,.dz, v+v,.dz). 
Nun ist der Inhalt des von den vier Puncten in M gebildeten Te- 
tra@ders = dr dydz, und der Inhalt des Tetraäders, dessen Ecken die 
vier entsprechenden Puncte in /V sind, 
—=zdrdydz[v,(t,u.—t.u)+v,(t,.u8—t.u,) +V,(t.u,—t,ux)]. 
Sollen daher die Puncte beider Räume sich dergestalt entsprechen, 
dals je zwei sich entsprechende räumliche Elemente in X und NV in dem 
constanten Verhältnisse 1:72 stehen, so ist die Bedingungsgleichung, also. 
die Fundamentalgleichung für die Affinität räumlicher Figuren: 
1. v.(t,u,—t,.u)+v,(tzu.—t,u,) + v.(t,u,—t,u,) = m. 
Man kann hier ähnlicher Weise, wie oben ($. 4.), die Bemerkung 
machen, dafs unter der Voraussetzung: ein Element in M verhalte sich 
zu dem entsprechenden in /V wie 1:7n, ein Element in // zu dem ent-. 


” 7 . oo: “. . 1 .. 
sprechenden in M in dem Verhältnisse 1:— stehen müsse, dals daher, 


indem man x, y, 5 als Functionen von £, y, v betrachtet: 
1 


way) tan Yy—ay) ta —aN) = 
und folglich immer 
[v.(t,u.—8L;u,) + e..] [2 (8. y —& Yu). > 1 
sein müsse, wie auch 2, z, v von x,y, z abhüngig sein mögen, 
Es dürfte nicht überflüssig sein, auch den analytischen Beweis die- 
ser Formel herzusetzen, da sich dabei einige, vielleicht auch anderswo 
brauchbare, Relationen zwischen den hier in Rechnung kommenden par- 


tiellen Dilferenzen offenbaren. 
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Man setze den erstern Factor auf der linken Seite der zu beweisenden 
Gleichung, wie vorhin, = m, und den zweiten Factor = m,. Nun ist: 
dt =t,de+t,dy+t.dz, de=n,dt+a,du+x,dv, 
du=u,de-+u,dytu.dz,, dy=ydt+y.duty,dv, 
dv=v.dce-+v,dy+v.dz,, dz=z,dt+z,du+z,dv. 
Aus den drei Gleichungen linker Hand folgt aber, nach Elimination 
von dy und dz: 
mdac=(u,v,—u,v,)dt+(v,t,—v,t)du+(t,u.—t.u,)dv. 
Hält man dieses Ergebnifs mit der ersten Gleichung rechter Hand 
zusammen, so giebt die Vergleichung der Coefficienten von dx und dv: 
L,u.—t.u,=ms,, 
und ähnlicher Weise findet sich 
f.u.—t,u, = mMy,3s 
und, wenn man den umgekehrten Weg einschlägt und von den drei Glei- 
chungen rechts zu denen links übergeht: 
KuYu—%u Yu = Mıl., u, YıKıY, = MU,5 
auch sieht man leicht, wie sich zu diesen erhaltenen 4 Gleichungen noch 
14 andere ihnen analoge (zusammen 18, den 18 partiellen Differenzen 
entsprechend) hinzusetzen lassen *). 
Ferner kommt, wenn man aus den obigen zwei ersten Gleichun- 
gen links dz, und aus den zwei ersten rechts dv eliminirt: 


u.dt —t.du= (t,u,.—t,u)de+(t,u.—t.u,)dy 
— — my,‚dc+ mx,dy, 
Yu dx—x,dy = (2, Yyyv—%, yı)dt-H(z.y,— xy.) du 


— m,u.dt-m,t.du. 
Da nun durch die von einander unabhängigen dx und dy weder 
dt allein, noch du allein bestimmt wird, so müssen in der einen der bei- 





*) Noch andere merkwürdige Relationen ergeben sich, wenn man die Werthe 
von dx, dy, dz in denen von dt, du, dv, und umgekehrt, substituirt, und hierauf 
den Coefficienten jedes der jedesmal drei übrigen Differenziale null setzt. Diese Rela- 


tionen sind: 


tx +t, ı +: = 1, lt au ur + av, 

tut, Yuttzzu = O0, tt XuUu +0, = (0, 

tut iy Yu +1: u = at. H-aXuur. +8, V: = 0, 
u. 85. w. u. 8. w. 


Relationen, die, wie der erste Anblick lehrt, ganz denen analog sind, welche bei 
Transformation der Coordinaten im Raume zwischen den Cosinussen der Axenwinkel 


Statt finden. 
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den jetzt erhaltenen Gleichungen die Coeffieienten von dx, dy,dt,du 
sich eben so zu einander verhalten, wie in der andern. Hieraus folgt 
aber, wenn man z.B. die Coelficienten von dx und dt mit einander ver- 
gleicht: mm, =1, wie zn erweisen war. 


$. 12. Was nun die Integration der Gleichung I. betrifft, als wo- 
durch £, v, v als Functionen von x, y, z dargestellt werden sollen , so 
Lüfst sich diese Integration nicht eher vollziehen, als bis zwei dieser Func- 
tionen, oder überhaupt zwei Gleichungen, jede zwischen einer Function von 
x, y, z und einer Function von £, u, v bereits gegeben sind. Wir wollen 
mit dem Einfacheren den Anfang machen, und £ und u als bekannte Func- 
tionen von 2, Yy,s betrachten, und hieraus mit Hülfe der Gleichung TI, 
die noch unbekannte Function v zu bestimmen suchen. 

Die Gleichung 11. lälst sich aber zu diesem Zwecke, auf ähnliche 
Art, wie in $.5. mit der Gleichung I. geschah, noch sehr vereinfachen. 
Denken wir uns nämlich y und = mittelst der gegebenen Gleichungen 
für ? und x aus der noch unbekannten Gleichung für v eliminirt, so wird 
v eine Function von x, £, u, folglich 

dv= v.daet+-vdt+v,du 

= v.de+v(t,de+t,dy+t.dz2)+v(ude-+u,dy-H-u.d:) 

und man hat daher bei dieser Vorstellung in II. statt v,, V,, V, resp. 
v. Frl, FVu, We, +ıUu, vyt,+v,u, 
zu setzen. Hierdurch reducirt sich aber die Gleichung II. auf 
v.(t,u,.—t,.u,) = m, 

worin das Eingehakte eine bekannte Function von x, Y, z ist, und sich 
daher mittelst der Gleichungen für £ und v auch als eine Function von 
x, t, u darstellen lülst. Thut man dieses, und betrachtet # und x als con- 
stant, so wird, weil v jetzt als Function von x, /, u anzusehen ist, v,dx 
— dv, und es kommt, wenn man 


1: 
m = WR 
J u. —t; ly 


v—=1h+Ol(t,u); 
und somit ist v als Function von x, Z, u, also auch von x, y, x gefunden 





setzt: 


Die willkürliche Function ® kann hierbei immer so bestimmt wer- 
den, dals irgend einer mit der Ebene der /, u parallelen Ebene u me, 
oder überhaupt irgend einer gegebenen Fläche v = /(t, u) in N eine he- 


liebige Fläche z= (x, y) in M entspricht. Denn bezeichnen P und () 
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die gegebenen Functionen, welche ? und z von x, y, x sind, so hat man 
nur aus den vier Gleichungen : 


t=P, u=Q, :=lla,y, fhuW)=R+4O(t, u) 
die drei Variabeln x, y, z zu eliminiren, und erhält dadurch Olt,u) = 
einer bekannten Function von £ und u. 

$. 13. Zu mehrerer Einsicht in die Natur der jetzt behandelten 
Aufgabe mögen folgende graphische Erörterungen dienen. Dadurch, dafs 
t und x als gegebene Functionen von x, y, z vorausgesetzt werden, nimmt 
man zwei Systeme von Flächen im Raume M als gegeben an, welche 
zwei Systemen von Ebenen im Raume /, die resp. der Ebene der u, v 
und der Ebene der ?, v parallel sind, entsprechen sollen. Denkt man 
sich die Ebenen eines jeden dieser beiden letztern Systeme in einander 
gleichen, unendlich kleinen Entfernungen von einander, so wird durch sie, 
und durch ein drittes System von Ebenen, welche der Ebene der ft, u 
parallel sind, und ebenfalls in unendlich kleinen, aber gleichen Entfernun- 
gen auf einander folgen, der Raum / in einander gleiche rechtwinklige 
Elemente zerlegt, und die Aufgabe besteht nun darin, für das dritte Sy- 
stem von Ebenen ein drittes System von Flächen in M zu finden, wel- 
che die unendlich dünnen vierseitigen und im Allgemeinen krummen Pris- 
men, in welche der Raum M durch die beiden ersten Systeme von Flü- 
chen getheilt wird, quer durchschneiden, und sie dadurch in einander 
gleiche und zu den Elementen in / in einem gegebenen Verhältnisse 
1: m stehende Elemente von parallelepipedischer Form zerlegen. Eine 
der Flächen dieses dritten Systems bleibt oilenbar der Willkür über- 
lassen; hat man sie aber einmal bestimmt, so sind es damit auch alle 
übrigen Flächen dieses Systems. 

Dafs die willkürliche Function, welche- deshalb im Werthe von v 
hinzutritt, eine Function von £, u ist, lälst sich eben so, wie im Obigen 
($. 6.), auch durch eine geometrische Betrachtung deutlich machen. Hat 
man nämlich für ?, z, v bereits drei Functionen P, Q, A. von x, y2 
gefunden, welche der Bedingung der Affinität genugthun, so wird die 
affıne Beziehung der beiden Räume nicht aufgehoben, und auch das Ver- 
hältnifs 1:77 nicht geändert, wenn man in N an die Stelle der Ebene 
der ?, u und der damit parallelen Ebenen v = c, welchen die Flächen 
R=c in M entsprechen, ein System beliebig gekrümmter, mit einander 


paralleler Flächen setzt, so dafs, wenn v =@(t, u) die Gleichung der 


Crelle’s Journal d. M. Bd. X. Ui. 2. 17 
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Fläche ist, in welche die Ebene der f, u selbst übergegangen, die Glei- 
chung v=c-+9(t,u) der Flüche angehört, welche an die Stelle der 
Ebene v =c getreten ist. Die der Fläche ?= ec entsprechende Fläche 
in /V ist daher nunmehr: v=c+-P(t, u), und folglich, weil c jeden con- 
stanten Werth haben kann, v= AR-+9/t,u) die an die Stelle von v=R 
tretende Gleichung. 

$. 14. Statt der Gleichungen =P, u=0 können noch allge- 
meiner zwei Gleichungen 
Bo; . een. 2. Pu g/ 
angenommen werden, wo p und p’ gegebene Functionen von x, y, 2, und 
g und 9° gegebene Functionen von Z, u, v vorstellen. Alsdann nemlich 
kennt man überhaupt für zwei Systeme von Flächen in M die entspre- 
chenden Flüchensysteme in /Y, und die affine Beziehung zwischen beiden 
Räumen wird vollständig bestimmt sein, wenn man noch für irgend ein 
drittes System von Flächen in /V, wofür aber, der Einfachheit willen, wie- 
derum das System der Parallel-Ebenen mit der Ebene der , v genommen 
werde, die entsprechenden Flächen in M angeben kann, also, wenn man 
v als Function von x, y, 5 kennt. Diese Function lälst sich aber aus 
den zwei gegebenen Gleichungen (1.) und (2.) auf folgendem Wege erhalten. 

Differentiirt man (1.) und (2.) successive nach x, y, 3, so kommt: 


I. & —mNte tr Urt 9uVx; 6. pr = nt tur + GuVxy 
4. P, — 4, L, + Fu U, + Qu D,y 7. Py Er g: L, +9 U, + Ze Dy; 
> P: —= Qıl: + g.uUu: +N,v;;5 8. P: . gıt: +nu,.+gvV.. 


Mit diesen sechs Gleichungen sind aus II. die sechs jetzt nicht mehr 
in Rechnung kommenden Differentialquotienten £,, L,, L;, Ux, L,, u, 
wegzuschaflen. Um diese Elimination zu bewerkstelligen, bilde man aus 
(4.), (5.), (7.), (8.) die Gleichung: 

9. (Pr— gu Vy)Pz — Fu V:) — (Pe Yo Ve) (Pr —gud,) 
—= (Hu Qu9ı) (tyu,—t;U,) 

Auf dieselbe Art entwickele man aus (5.), (3.) (8.), (6.) eine Glei- 
chung (10.), und aus (3.), (4.), (6.), (7.) eine Gleichung (11.). Addirt 
man nun (9.), (10.), (11.), nachdem man sie vorher resp. mit v., v,, v, 
multiplicirt hat, so kommt, mit Berücksichtigung von Il., und nach gehö- 


riger Reduction: 
12. v, (>, P: rs Py) ;; D, (P: Px pP: P:) +v; (Px Py——Py Px) 
= m (Qu uf) 
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als die gesuchte Gleichung zwischen partiellen Differenzen. Auch bei 
ihr läfst sich ein, dem schon mehrmals gebrauchten analoges, Verfahren, 
sie zu vereinfachen, anwenden. Weil nemlich v, p und »’ Functionen 
von x, y, x sind, so kann © auch als eine von x, p, p’ abhängige Func- 
tion angesehen werden. Alsdann aber ist statt der bisherigen 

v, zu setzen:v. + V,Px + v. Pi; 
D, Py + Vz Py , 

UV... -: v,P. + V.P:> 
und (12.) zieht sich bei diesen Substitutionen zusammen in 

13. v,.(p,Pz—Pp.P,) = mu — Qu) 


S 
s 
\ 
8 
. 


Wenn man nun mittelst der 4 Gleichungen, welche p und p»’ als 
Functionen von x, y, 5, und 97 und 9° als Functionen von #, u, » dar- 
stellen, 2,7.—p.?, durch x, >, p’, und 9,9.—9.9: durch v, 9, 9° aus- 
drückt, und beim Integriren >, p’ und die ihnen gleichen 9, 9° als con- 
stant, also v blofs wegen x veränderlich ansieht, so ergiebt sich als end- 
liches Resultat: 


dv dx 
14. 7 —_ — m J- 7 ; ( er. 
I: Ju Qu Yt JPyPz— P:z Py au D P; / J 








Statt x und v zu Veränderlichen bei der Integration zu nehmen, 
muls man offenbar auch je zwei andere Coordinaten, die eine aus x, y, z, 
die andere aus /, u, v, zu Veränderlichen wählen können. Die deshalb 
nöthige Änderung der letzten Formel ergiebt sich, ohne dals man deshalb zu 
ihrem Ursprunge zurückzugehen braucht, auf ähnliche Art, wie oben ($. 9, 
zu Ende), Denn da 9 und 9° beim Integriren als constant betrachtet 
werden, so ist 


ydt+o.du+ndv = 0, 
dt+g.du+g,dv = 0, 

folglich 

Auen dt:du:dv= 9,1, — Nu: yN— HI: YuNis 











F; dt ae du app dv 
Wu—oH IH u% HIu— 1a,” 
worin mittelst der Gleichungen für 7 und 9° die partiellen Differenzen als 


Functionen von 9, 9‘, £ im ersten Integrale, von 9, 9° 
I 


‚u im zweiten, und 


von 9, 9, v im dritten auszudrücken. Diese drei Integrale sind nun ein- 
ander gleich, oder vielmehr nur um Constanten verschieden, welche hier, 


wo 9 und 9° constant vorausgesetzt worden, auch Functionen von 9 und y‘ 
17 * 
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sein können. Auf eben die Weise läfst sich auch das Integral nach x in 
ein anderes nach y oder z umbilden. 

Anlangend endlich die Bestimmung der willkürlichen Function 
O(p,p’), so seien, wie in 12, :=F(z,y) und v=/f(t, u) gegebene 
Gleichungen zweier einander entsprechen sollender Flächen. Mittelst s= 
f(x ,y) und der zwei Gleichungen, welche p und p’ durch x, y, z geben, 
drücke man x durch p und p‘ aus, und eben so stelle man » mittelst 
v=/f(t, u) und der zwei Gleichungen für 9 und 9‘, durch 9 und g‘ dar. 
Hiermit aber wird die Gleichung (14.): D(p, p‘) = einer bekannten Func- 
tion von 2, pP‘, 9‘, 9‘, also auch von p, p‘ allein, weil 9=p und 9’= p/ ist. 

$. 15. Beispiel. Seien die gegebenen Gleichungen der zwei 
sich entsprechenden Flächensysteme: 

















B, p=Z=at+butevmog, 
sc 
i zx 
.p= Pen at+bu+rcv=y. 
Hieraus folgt: 
z # IC 5 ri zxE 
m Zr Be ee P, = y?? 
FON. Due / Be > R 
9, =—=4d, Tu rag b', u=b, HH =05 
mithin \ 
‘ ‘ 22 2p‘ ' ‘ r / 
P,P:—P:P, = “ = Hu gu = ab’ —ab 
/- .. BERN EN >. 
Jpm—pp m *z’ 
/- dv ER vw 
. gıqu— Qu g; bb —atb?’ 
und die endliche Gleichung wird: 
May: , v : er 
3. Az rt ab'’—-a'b +0(p, pP J* 


Nach dem vorhin Bemerkten kann statt des Integrales nach v auch 
das nach f oder das nach u genommen werden; diese Integrale sind: 


u 





— 





und 
be —b’c ca—.c'a’ 


Dals diese drei Integrale nach », Z, u nur um Functionen von g 
und 9° von einander differiren, lehrt eine leichte Rechnung. In der That 
[ .. / / 2. 
findet sich, wenn man zur Abkürzung de —bie=a, cd —ca—=ß, 


ab'— ab =Y setzt: 
DR bga’—bg' 


_——— 


ER cq’—c’gq 








t 
26% ne N ne ya ’ EFF aß . 


# 
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Soll daher die Gleichung (3.) eine analoge Form: 
I = at b"utc"v 
mit den Gleichungen (1.) und (2.) erhalten, und soll mithin, wie schon 
aus (1.) und (2.) hervorgeht, ®(p, 2‘), =P(9, 9‘), eine lineäre Function 
von 9, 9‘ sein, so können wir die Gleichung (3.) auch schreiben: 
7 SR KBMT AT. 
= ..+s( + 3)- 
Die Vergleichung dieser letztern Form mit der vorher gesetzten 
giebt aber: 





Bi nee 2 HU — a ct m ie a 
@ ß Ne 
woraus, nach Elimination der eingeführten Coefficienten g und 4, 


aa Bd yet u > 
d. “ n m 
4. (bei—b' ya +(ca —c/a)b" Hab —ab)e = — 
folgt. Durch die drei Gleichungen 


— = at+bu-tcı, 
Zarg at-+b'u+ec'v, 


—I—e't+b"urc'v, 


- 
A 


2% 


wird demnach immer eine affıne Beziehung zwischen den Räumen der 
x, y, z und der ?, x, v festgestellt, welches auch die Werthe der Con- 
stanten a, db, .... c‘ sein mögen. Dabei ist das Verhältnils 1:72 zwi- 
schen je zwei sich entsprechenden Theilen der beiden Räume durch die 
Gleichung (4.) gegeben. 

Setzen wir .B b= =!’ =(l!=ıd"=0"'=0, mde=b = 
c''—=1, so werden die Gleichungen: 


‚zZ zx CY 
— = L, — zu, —- =, 
also F r 


x = yY(v), y=yYl(t, z=y(tu) 
und z =4, d.h. jeder Theil des Raumes der £, u, v ist dann das Vier- 
fache des entsprechenden Theiles im Raume der x, y, =, 
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rf 
Beweis der Gleichung 0°=1, nach J. F. Pfaff. 


(Von Herrn A. F. Möbius, Professor in Leipzig.) 





— 


V on dieser Gleichung theilte mir mein unvergelßslicher Lehrer und Freund, 
der verst. Hofrath Pfaff in Halle, im Jahre 1814 einen Beweis mit, der 
an Bündigkeit nichts zu wünschen übrig lassen möchte, und den ich hier 
zur Beseitigung der im XI. Bande dieses Journals, Seite 272, gegen die 
allgemeine Zulässigkeit der Gleichung erhobenen Zweifel bekannt zu ma- 
chen mir erlaube. 

Die Gleichung 0’=1 will nichts Anderes sagen, als dals der Werth 
von x” bei fortwährender Abnahme von x sich der Einheit über jede an- 


o. 1 . 
sebbare Grenze nähert. Man setze 2=—, so wird Die. und es 
i 


u“ 


kommt alsdann darauf an, zu zeigen, dals u“ der Einheit so nahe ge= 
bracht werden kann, als man will, wenn man u ohne Ende wachsen lälst. 
Hierzu sind folgende zwei Sätze vorauszuschicken. 

I. Wenn z positiv und m >1 ist, so ist immer 

1+2)">1+(m—1):. 

Beweis. Sei zuerst zn» ein unächter Bruch =R-+r, wo R die 
vor m nächst kleinere positive ganze Zahl und r ein unächter Bruch ist. 
Alsdanun folgt aus dem binomischen Lehrsatze (1+z)*>1-+Rz, weil 
alle folgenden Glieder der Entwickelung positiv sind. Um so viel mehr 
ist daher (I +)" >1+Rz>1+(k+r—1)z, oder, wenn wir für 
R+r wieder a setzen: 1)" >1-+-(m—1)z. 

Hieraus folgt von selbst, dals der Satz auch dann gilt, wenn = 
eine ganze Zahl ist. 

II. Ist 2 eine ganze Zahl >4, so ist 

ve 

Beweis. Weil n>4, so hat man nm (m— 2) >1, d. i. m’>2m-+1, 
folglich auch 272? >(m-+ 1)”. Angenommen ferner, dals 2"> mn’, so ist 
auch 2”+'> 2m’, also wegen des vorigen um so mehr ?”"*">(m-+-1)}. 
Gilt daher der zu erweisende Satz für 7, so gilt er auch für n-+1. Er 
ist aber für nm =5 richtig, folglich u. s. w. 
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Dieses vorausgeschickt, wollen wir zunächst zwei Grenzen bestim- 
men, zwischen denen u“ für u>1 gewils eingeschlossen ist. Es bedarf 
keines besondern Beweises, dals für v>1, u" >1. Man setze daher 
v1 +2, so st u=(1l+2)">1+4+(u—1)z nach I, folglich 

u—=1>(u—1):z, 1>z, we. 
Mithin ist u“ zwischen den Grenzen 1 und 2 begriffen. 


E .. 
Um nunmehr den Grenzwerth von u”, wenn u über alle Grenzen 


wächst, zu erforschen, oder, was dasselbe ist, um den Grenzwerth von 
1 


U= (?"u)?”“ zu bestimmen, wenn u einen endlichen constanten positi- 
ven Werth hat, 2 aber ohne Ende zunimmt, machen wir folgende Schlüsse, 
Es ist 


"u 


U 
Ve yıvYıl 
Da nun nach II., wenn 2 bereits 4 überschritten hat, _ > mu 
ist, so folgt: 


a" u 


— 


van. 


. = - “ ” 
Da ferner, wie vorhin bewiesen worden, u“<{?, so ist auch 


n 
D 


ı 2” m 
v<y?2<v?2; 
folglich 
mu m (+1) I 
ur = ne y", 
1 
nt ; 
wenn wir 2% ==y setzen. Ist aber, wie angenommen wurde, u end- 


lich und positiv, so ist auch y endlich und >1, folglich yr eine Grölse, 
die grölser als 1, und die, je mehr 2 zunimmt, sich desto mehr der Ein- 


heit, und zwar über alle Grenzen, nähert. Da nun U < ya und zu- 
gleich >1, so muls um so mehr U bei wachsendem 2 der Einheit über 
jede angebbare Grenze nahe kommen. 

So weit nach Pfaff. Ich bemerke nun noch, dals es mit dem jetzt 
Erwiesenen ganz leicht ist, auch der Forderung Genüge zu thun, welche in 
dem cben gedachten Aufsatze dieses Journals gemacht worden, und 
welche darin bestand: zu zeigen, dals, wenn X eine Function von x ist, 
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welche für z=a null wird, und Y eine Function von y, welche für 
y=b verschwindet, der Werth von X* für e=« und y= der Einheit 
sleich wird. 

Da es hier offenbar gestattet ist, x und y als Functionen einer 
und derselben dritten Variabeln z zu betrachten, so lälst sich die Forde- 
rung etwas einfacher also ausdrücken; 

Es soll bewiesen werden, dafs, wenn X und Y irgend zwei Func- 
tionen von x sind, deren jede für s= c, oder, noch einfacher, für z = 0 
ebenfalls in Null übergeht, der Werth von X” der Einheit gleich wird. 


Beweis. Weil für z=0 auch X und Y verschwinden sollen, so 
kann man 
ae Pe, Lea: 02% 
setzen, wo a und z2 von z unabhängige positive Zahlen, P und Q dage- 
gen zwei Functionen von z sind, die für = 0 nicht null werden, son- 
dern gewisse constante Werthe, sie mögen p und 9 heilsen, erlangen. 
Hiermit wird nun 
XY — (PN (am)%", 
Der erste Factor auf der rechten Seite des Zeichens geht aber für 
z—0 über ın 
ee. 
Was den zweiten Factor anlangt, so setze man z" 


z"=?r, wo daher 

v eine mit z zugleich verschwindende Variable ist, und der Factor wird 
—Qv „_ 
y”" — (D")" z 


Da nun für z=0 auch v=(0 und damit nach Pfaff »" —=1 wird, 


m 


. . . . . „® s 
so verwandelt sich dieser zweite Factor für z=0 in 1" =1, folglich 


u, S. W«. 











$ 
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©. 


Auszug aus einem Schreiben des Herrn Prof. Dr. 
C. G. J. Jacobi zu Königsberg ı. Pr., an den 
Herrn Prof. Dr. J. Steiner zu Berlin. 


(Mitgetheilt von dem Letztern.) 





_ Ein Satz, den ich Dir früher mittheilte, heilst in seiner Voll- 
ständigkeit: 

1. „Sind zwei Flächen zweiten Grades, ein Ellipsoid 
und ein einfaches Hyperboloid, confocal, d. h,, haben ihre 
Hauptschnitte gemeinschaftliche Brennpuncte, und legt man 
aus irgend einem Puncte Ä des Hyperboloids einen Berüh- 
rungskegel X an das Ellipsoid, so sind die durch denselben 
Punct gehenden zwei Strahlen des Hyperbolcoids die Brenn- 
linien dieses Kegels £.” 

Dieser Satz scheint mir nicht ganz unwichtig zu sein. Er läfst 
sich noch allgemeiner auffassen, und dann mit einem reciproken Satze zu- 
sammenstellen. Auch gestattet er viele Folgerungen, für interessante spe- 
cielle Fälle. Z.B. ein Corollar ist: 

2. „Dals die aus irgend einem PuncteÄ an eineSchaar 
confocaler Flächen zweiten Grades gelegten Berührungs- 
kegel dieselben Brennlinien und dieselben Axen haben.” 

Ein besonderer Fall, den ich erwähnen will, heilst: 

3. „Wenn man aus einem Puncte Ä der Ebene derjeni- 
gen Hyperbel % (welche nach Deinem Satze der Ort der 
Scheitel aller geraden Kegel ist, die sich einem Ellipsoid 
umschreiben lassen*)) an das Ellipsoid EZ einen Berührungs- 
kegel legt, so sind die aus dem Puncte Ä an die Hyperbel 
h gelegten Tangenten die Brennlinien des Kegels.” „Liegt 
der Punct X auf der Hyperbel %, so vereinigen sich die Tan- 
genten in Eine, oder die Brennlinien fallen zusammen, und 
der Kegel wird gerade, welches Dein Satz ist.” Der entgegen- 





*) Siehe Bd. I, S. 47. dieses Journals. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hit. 2. 18 
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stehende, oder reciproke Satz heilst: „Wenn irgend eine Fläche 
zweiten Grades, F, und irgend ein Punct, M, gegeben sind, 
8o giebt es, im Allgemeinen, eine Schaar gerader Kegel- 
flächen (zweiten Grades), deren Scheitel im Puncte M lie- 
gen, und welche dieFläche F in ebenenCurven (Kegelschnit- 
ten) schneiden; die Ebenen aller dieser Curven schneiden 
einander in irgend einem Puncte N, und umhüllen irgend 
eine Kegelfläche zweiten Grades, (X)” „Legt man durch 
den Punct N eine beliebige Ebene, welche die Fläche F in 
einem Kegelschnitte k und die Kegelfläche (VW) in zwei Strah- 
len ao, 5 schneidet, so hat die Kegelfläche (M%), die durch k& 
geht und deren Scheitel in M liegt, die Ebenen (Ma), (Mb), 
welche der Punct M mit den Strahlen a, 5 bestimmt, zu Kreis- 
Ebenen, d.h., jede andere Ebene, welche mit einer derselben 
parallel ist, schneidet die Kegelfläche (MA) in einem Kreise.” 

Der Satz, den Du ehemals bei Deinen Untersuchungen über ein- 
ander berührende Kugeln gefunden hast, und der später von französischen 
Mathematikern bekannt gemacht worden ist, nämlich der Satz: 

4. „Dals, wenn von zwei Kegelschnitten (einer EI- 
lipse und einer Hyperbel) jeder die Brennpuncte des andern 
zu Scheiteln hat und ihre Ebenen zu einander senkrecht 
stehen, dals dann jeder der Ort der Scheitel aller geraden 
Kegel ist, welche den andern zur Basis haben, und dals jede 
zwei Puncte des einen räumliche Brennpuncte des andern 
sind; d.h.: nimmt man in der Hyperbel irgend zwei Puncte 
an, so ist die Summe oder die Differenz ihrer Entfernungen 
von jedem Puncte der Ellipse constant, je nachdem sie in 
verschiedenen oder in demselben Zweige der Hyperbel lie- 
gen; und umgekehrt: sind je zwei Puncte der Ellipse so be- 
schaffen, dals die Differenz ihrer Abstände von jedem Puncte 
der Hyperbel constant ist, u. s. w.” folgt leicht aus dem Yvory- 
schen Satze über Flächen zweiten Grades, deren Hauptschnitte confocal 
sind. Auch folgen aus dem Yvory’schen Satze noch andere Sätze über 
Erzeugung der Flächen und Linien zweiten Grades, welche einander ana- 
log sind, und welche die Eigenschaften der Brennpuncte, in einer Hin» 
sicht, als besondere Fälle in sich schlielsen, nämlich nachstehende Sätze: 
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9. „Werden im Raume irgend drei feste Puncte a, b, c, 
und irgend drei andere, jenen beziehlich entsprechende, feste 
Puncte 4, B, C angenommen, und werden in Rücksicht auf 
diese Fundamentalpuncte andern entsprechende Puncte 7,X, 
so bestimmt, dals ihre Abstände von jenen respective gleich 
sind, d.h., dals za=XA, zb=XÄB, ac=XC, so hat man ein 
Correlationssystem, worin der Punct X irgend eine Fläche 
zweiten Grades beschreibt, wenn der Punct x sich in einer 
Ebene bewegt; und auch umgekehrt.” 

6. „Werden in zwei verschiedenen Ebenen (oder auch 
in einer Ebene), zwei Paar feste oder Hauptpuncte a und Ö, 
4 und Bangenommen, und werden sofort die übrigen Puncte 
der Ebenen dergestalt auf einander bezogen, dafs je zwei 
entsprechende Puncte x und £, von den respectiven Haupt« 
puncten gleiche Abstände haben, so dals ar=AX und br —= 
BX: so hat man ein Beziehungssystem, wobei jeder Geraden 
in der einen Ebene ein Kegelschnitt in der andern Ebene 
entspricht, d.h., bewegt sich z.B. der Punct zin irgend einer 
Geraden g, so beschreibt der entsprechende Punct X einen 
Kegelschnitt @.” | 

Diese Sätze (5. u. 6.) scheinen mir zu vielen Untersuchungen Anlafs 
zu geben, wozu ich jedoch vor der Hand nicht kommen werde. Eine nähere 
Discussion des letzten Satzes (6.) giebt z.B. sogleich folgende Resultate: 

7. a) „Bewegt sich der Punct x in der Fundamental- 
Axe eb selbst, so beschreibt X einen Kegelschnitt, der die 
Hauptpuncte 4, B zu Brennpuncten hat, und dessen erste 
Axe der Geraden ab gleich ist; welches der bekannte Satz 
über die Brennpuncte der Kegelschnitte ist.” Öd) „Die eine 
oder andere Axe des Kegelschnitts G, welcher einer belie- 
bigen Geraden g entspricht (6.), liegt in der Fundamental- 
axe AB” c) „Man denke sich in der ersten Ebene denjeni- 
gen Kegelschnitt k, welcher der Haupt-Axe ZB entspricht, 
und mithin die Hauptpuncte a,b zu Brennpuncten hat (a.). 
a. Ist die Gerade AB grölser als ab, so ist # eine Ellipse, 
und dann entspricht der Geraden g eine Hyperbel G, deren 


erste oder zweite Axe in der Fundamental-Axe ZB liegt, je 
18 * 
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nachdem die Gerade g den Kegelschnitt k schneidet, oder 
nicht; berührt sie ihn, dann besteht der Kegelschnitt G aus 
zwei Geraden, die sich in irgend einem Puncte der Haupt- 
Axe AB schneiden und mit dieser gleiche Winkel bilden; ist 
2(ab)’>(AB)’, so giebt es zwei bestimmte Richtungen für die 
Gerade g, wo ihr gleichseitige Hyperbeln G entsprechen, 
und zwar sind die Asymptoten aller dieser gleichseitigen 
Hyperbeln einander parallel, oder diese Hyperbeln haben 
zwei unendlich entfernte gemeinschaftliche Puncte. AP. Ist 
die Axe AB kleiner als eb, so ist 4 eine Hyperbel, und als- 
dann entspricht der Geraden g eine Ellipse G oder eine Hy- 
perbel G, je nachdem die durch den Mittelpunct der Hyper- 
bel 4 mit g parallel gezogene Gerade g, im inneren oder äu- 
[seren Asymptoten-Winkel dieser Hyperbel liegt; ist g ins- 
besondere mit einer Asymptote der Hyperbel # parallel, so 
ist G eine Parabel; eben so giebt es zwei bestimmteRichtun- 
gen für die Gerade g, wo ihr immer eine gleichseitige Hyper- 
bel G entspricht.” d) „Steht g auf der Hauptaxe ab senk- 
recht, so entspricht ihr allemal eine Gerade G (eigentlich 
zwei vereinigte Gerade), welche zu der Axe AB rechtwink- 
lig ist;” ws.w. e) „Ist g (statt einer Geraden) eineGurve vom 
n.Grade, so entspricht ihr eineCurve G vom 22. Grade; u. s. w.” 
Ähnliche Resultate folgen aus dem ersten Satze (5.). Im Strahl- 
büschel im Raume, oder auf der Kugelfläche, findet ein Satz Statt, wel- 
cher dem vorstehenden (6.) analog ist, und zwar findet er da, nach dem 
Principe der Reciprocität, in doppelter Gestalt Statt. Übrigens lassen sich 
auf diese Weise auch noch andere Beziehungsysteme aufstellen, wenn man 
statt der obigen einfachen Grundbedingungen (5. und 6.) andere annimmt. 
Der Yvory’sche Satz zeigt ferner, dals die Curve von doppelter 
Krümmung, in welcher zwei Flächen zweiten Grades einander schneiden, 
auch räumliche Brennpuncte haben kann, und dafs es also z.B. für jede 
Krümmungscurve des Ellipsoids zwei bestimmte feste Puncte giebt, die 
leicht zu construiren sind, von der Beschaffenheit, dafs die Summe ihrer 
Distanzen von jedem Puncte der Curve constant ist, worauf sich eine leichte 
organische Erzeugung der Krümmungscurve gründen lälst; u. 8. w» 
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9. 

Demonstrauon geometrique d’un theoreme relauf a 
l’attraciion d’une couche ellipsoidique sur un point 
Exterieur. 

(Par Mr. J. Steiner, Docteur en phil. et Prof. de Math. & Berlin.) 





Le numero du 12. Oct. 1833 du Journal „Z’Institut” contient Vextrait 
d’un memoire sur lattraction d’un ellipsoide homogene que M. Poisson 
a lu ä l’Academie des sciences de Paris. On y trouve l’&nonce d’un thdo- 
reme remarquable par sa simplicit@ et qui consiste en ce ,„‚qu’une couche 
infiniment mince et comprise entre deux ellipsoides concentriques sem- 
blables et semblablement places excerce sur un point exterieur une at- 
traction dirigee suivant l’axe du cöne circonscrit ü la couche et ayant pour 
sommet le point attire.” C'est ce th&or&me que nous allons d&montrer 
par des considerations geometriques fort simples. 





Lemme. 

„L’ellipse ABCD (Tab. Il. Fig. 1.) etant touchede par les cötes PA, PB 
de langle APB, sı !’on divise cet angle en deux parties egales par la droite 
PQ, gui coupe en () la corde de contact AB polaire du point P, je dis que 
PQ formera des angles egaux avec les droites PC, PD gui joignent le point 
P aux deux extremites d’une corde guelcongue passant par le point Q.” 

Demonstration. Si Von mene PR perpendiculairement ä PQ: PR, 
PA, PQ, PB seront quatre droites harmoniques. Parcons@quent les quatre 
points Zt, A, Q, B de möme que les suivans P, G, Q, F sont harmoni- 
ques, et PR est la polaire du point Q; il suit de la que D, Q, C, E sont 
quatre points harmoniques et parconsequent PD, PQ, PC, PE quatre 
droites harmoniques, et comme les droites conjuguces PE et PQ sont 
perpendiculaires entre elles, on en conclut qu’elles doivent partager en 
deux parties egales l’angle formd par les droites conjugudes PD, PC de 
sorte ge DPO=CPRQ ce. q. f. d.*). 





*) On trouve les demonstrations des proprietes sur lesquelles nous nous appu- 
yons ici dans les ouvrages suivanis: La Perspective de Lambert; les NMemoires de 
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Theoreme, 

„Lattraction exercde par une couche homogene infiniment mince 
et comprise entre deux ellipsoides concentrigues semblables et semblable- 
ment places sur un point exterieur P est dirigde suivant l’axe du cöne 
gui a son centre au point atlire et qui enveloppe la couche attirante.” 

Demonstration. Concevons sur la surface exterieure de la couche 
un element infiniment petit, et soit C un point de cet &l&ment. Le plan 
determin@ par ce point et par laxe du cöne circonscrit ä la surface ex- 
terieure coupera cette surface en une ellipse ACBD, qui sera touchde par 
les deux arctes PA, PB du cöne comprises dans ce plan. Il est Evident 
en m&me temps que la droite AB est l'intersection du plan en question 
et de celui qui contient la courbe de contact du cöne et de la surface 
exterieure, et que Q est le point de rencontre de ce dernier plan et de 
laxe du cöne. Comme laxe PQ divise en deux parties @gales l’angle 
APB form& par les deux ar&tes comprises dans un m&me plan avec lui, 
on conclura en vertu du lemme prec@dent que les angles CPQ, DPQ sont 
egaux. Si Fon concoit maintenant une droite mobile autour du point Q 
et parcourant le contour de l’element de surface pr&cdlemment nomme&, 
cette droite determinera dans la couche ellipsoidique deux el&ments de 
volume situes de part et d’autre du point (Q et dont nous allons considd- 
rer lattraction d’abord sur le point interieur Q et ensuite sur le point 
exterieur P. Quant ä lrattraction exercde par ces Elements sur le point 
Q, on sait qu’elles sont Egales et opposees, et c’est sur la destruction mu- 
tuelle des attractions exerc&es par deux elements ainsi opposes qu'est fonde 
l’equilibre d’un point quelconque dans l’interieur de la couche ellipsoidique, 
comme Mac-Laurin la fait voir par la simple geom£trie, et comme 
Lagrange la confirm@ depuis par l’analyse. En supposant ce re&sultat, 
on en conclut que les deux @l&ments de volume, que nous designons pour 
un instant par (C) et (D) verifient la proportion 

(©):(D) = (00): (QD). 

Il suit d’un autre cot@ de l’egalit@ des angles CPQ et DPQ prece- 

demment £tablie, qu’on a 





M. Brianchon; le trait des proprietes projeclives par M. Poncelet; ou mes 
deux ouvrages intilules: „Systematische Entwickelung der Ahhängigkeit geometri- 
scher Gestalten von einander” et ‚‚die geometrischen Constructionen ausgeführt mit- 
telst der geraden Linie und Eines festen Kreises.” 
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0C:QD=PC:PD 
et parconsequent, en comparant: 

(C):(D) = (PC): (PD)*, 
proportion qui prouve que les deux dlements attirent &galement le point 
P, et partant que la r&sultante de ces deux actions est dirig&de suivant laxe 
PQ. Ce resultat &tant applicable a tous les el&mens de la couche qui se 
correspondent deux ü deux, le theor&me Enonce se trouve rigoureuse- 
ment etabli. 

La d@monstration pr&cedente fournit en outre le corollaire suivant. 

„Un plan quelcongue passant par le point Q partage la couche 
ellipsoidigue en deux parties qui exercent des atiractions &dgales sur le 
point P.” 

On peut €@galement tirer des considerations pr&c&dentes plusieurs 
verites geometriques, dont je me contenterai d’@Enoncer une seule. 

„Si par l’ellipse, intersection de lellipsoide et d’un plan guelcon- 
gue passant par le point Q, Von concoit un cöne ayant son sommet au 
point P, laxe de ce cöne coincidera avec la droite PQ.” 

Berlin, au mois de Janvier 1834. 
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10. 
Sur l'integration generale de P’equation de Riccati 
par des integrales definies. 
(Par Mr. E. E, Kummer Dr, pbil. a Liegnitz en Siltsie.) 





On donne ordinairement ä l’@quation de Riccati la forme 
dz 2 u 
= da + 1,04 un bx — 0. 


mais, pour lintegration par les sCries, il faut preferer la forme d’un &qua- 





. . nd b) . . dy hd 
tion lineaire du second ordre, qu’on obtient en faisant z = ayaz, savoir 


e d’y 
2. 7 + abx”y == U, 





L’integrale de cette &quation, qui se trouve dans les traitds du calcul inte- 
gral, est exprimee par deux series infinies de la maniere suivante: 














abx"t? a?’ b’ "rt 

3... y = Alt (n+2)(n +1) + “+D@+2 2n+3)(2n +4) ): 
abx"t+t? a? b? „rt 

+ B.x(1 — (n+ 2) (n +3) + (n+2)(n +3) (: 2n+4)(2n+5) )- 


Il s’agit maintenant d’exprimer ces deux series par des integrales definies. 
Pour ce but jiobserve qu'il suffit de considerer la seule serie 
[= 4 oe} 
f un Tea see mn 
4. /(m,a)=1 Iimtnt 1.2(m +1) m+2) — 1.2.3(mt1)(m+2)(m+3) re. 
car, ayant designe cette serie comme fonction des quantites m et x, par 
f{rm, x), on pourra donner a l’Equation (3.) cette forme: 
aba”t ) (35 an): 
>. = 4/5 (n—+2 rB zf n-+-2? (n+2 


Je propose ü present le theor&me suivant: 
Etant donnde la fonction P(x) developpee en serie 
or) = At AS AL +AT LH... 
on en deduit la somme de cette autre serie 
1A, AUHNDA,a 

















6, S[ wea—uyg@u)du= c(4+72 era nee +....), 


0} 


en designant par € Tintegrale FH | 1 —u)du. 
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La demonstration de ce th&or&me se fait avec facilit@ par le döve- 
loppement de ®(xu) sous le signe d’integration, ce qui donne une serie, 
dont le terme general est 

Eä ra —uydu. Ah 
En faisant usage de la r&duction connue de cette integrale, savoir 
vr. » K u 1asn.. UL 0 
A+k—i =. uYyn =/. 1-1 — Id . 
/, „ (du) eu E- ge r (4-9) (A+V-+1)...(a+9v+—1)? 
on trouve que c’est precisement le terme general de la serie proposde 
dans le th&oreme, 





Pour Tapplication a la sommation de la serie f(m, x) je prends 
Ola) =cos.2ya; A=4; v=m-+}!; dou 


e u (— 1% 22% buy (— 1)k 
ee 8 BR 7 Ara 13 5 2:.—1?’ 











l’Equation (6.) donne 


Sw*a—uy”oos.2 vlzu).du 


= [una du.|i ig ImFT) ; 1 EICTTRE) ERTERE | 


en prenant v=v” et remplacant cette serie par (rn, x) on obtient 


i 1 
q. J, A1— vy" cos. 2vya.dv = /, (1— 1?) dv.f(m, x). 
o oO 
Voilä deja Vexpression cherchce de la serie f(m,x). Mais on 
voit quelle n’est applicable que pour les valeurs de 2 entre les limites 
— 3 jusqu’a 4%; pour toutes les autres valeurs entre les limites — 4 
5 „N “ [4 [4 . . . r 
jusqu’a — 0, les integrales definies seroient infiniment grandes. Pour 
trouver une expression plus generale applicable ä toutes les valeurs nega- 
tives de la quantite n, il faut separer les pr&emiers termes de cette serie 


au nombre de p. En les designant par 5, ainsi que 


$s—=1— 








og (—1)P-1ap-1 


x 
Imft) + 1.2.mt1/mt2) °1.23..(p—1)m+l)mH3)...mip—T, 








on 4 
. /m)=5+ 1.2... p. 


(—1jP ap x 


(m+1) (m+2).... (m+Pp) |: e- (ptl) (m+p-+1) 











c* 
+ (p+l)(p+2)(m+p+1)(m+p+?2) un. 2 
Prenant a present Jans l’equation (6.) Pa) =f(m+p, x), A=1; v=p, 
on obtient 


Crelle’s Journal d. M. Ba. XII. Aft. 2. 19 
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p I (d—u)Pf(m + p, zu) du 


— 1— 








CHHICHTECTTITTTICHTETIETT 
la valeur de cette serie, substitude dans l’&quation (9.) donne 


AP f 
10. /ma)=S+ L.2.0 ae: ra „.(m-+-p) J, dw" flmrp, zu) du, 


ou en mettant pour f(m-+-p,xu) la valeur tiree de l’@quation (7.) on 
obtient l’expression plus generale de la serie f(m, x): 
1 1 
11. f{m,)=S-+ Marf, 5; Ad—uP—vr”+r008.2uy (zv).du.dv, 
M designant la quantite constante 
M= 





rer 
1.2....(p—1).(m-++1)....(m-+-p) f, tv mttav i 
Cette double integrale aura une valeur finie tantöt que am +p-+-! est une 


quantit& positive; le nombre entier positif » doit done en chaque cas ötre 
pris de maniere que m--p-+-% soit positif. 





Ainsi, pour chaque valeur positive ou negative de u, la serie f{m, x) 
est exprimde par des integrales definies, et de lä lintegrale complöte de 
l’quation de Riccati est trouv&e sous forme finie. On deduit aussi de 
cette methode les cas d’integrabilit@ ordinaire, car si la quantit& 2 est un 





k—1 £ ; 
5 (k etant un entier quelconque positif ou n£- 


gatif) les int@grales definies des formules (7.) et (11.) peuvent ätre trans- 
formees en integrales indefinies, et on en conclut facilement, que les 
deux scries, qui entrent dans lintegrale de l’equation de Riccati, peu- 
vent ötre exprimees par des integrales indefinies, si l’exposant z est un 


[5) 
nombre de la forme 


Ber LE qui est Ja condition connue pour Vinte- 
2k—1’ 


grabilit@ de cette Equaticn remarqvable. Toutes ces valeurs de l’exposant 
n sont comprises entre les limites —4 et 0, mais c’est pour les autres 
valeurs non comprises entre ces limites, que lintegrale de l’equation de 
Riccati prend la forme la plus simple, car on trouve par les &quations 
(5.) et (7.) que Fintegrale complete de tion 


d’y 
ss ztelbary= 


nombre de la forme 





est 
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n+2?2 
Ann. Ne ı 
yzm 4./, (d1-v) Ber a (Fe )av 
n+? 
FR 2uVXab)x ? 
+Bz/, (1— v’) cos ( +2 )dv 
pour toutes les valeurs de 2 non comprises entre les limites — 4 et 0. 


Jai trouv& que cette methode d’int@gration est applicable & une 
classe tres &tendue d’equations lineaires de tous les ordres. Il existe aussi 
un grand nombre de theoremes analogues ü celui qui est contenu dans 
l’&quation (6.) au moyen desquels on trouve les sommes des series infi- 
nies exprimdes par des integrales definies, ce que je ferai voir dans une 
autre Occasion, 
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Schellbach, über die Zeichen der Mathematik. 


Über die Zeichen der Mathematik. 
(Von Herrn Dr. Schellbach zu Berlin.) 
( Schlufs des Aufsatzes No. 2. im vorigen Hefte, ) 





Wir wenden jetzt diese Entwickelungen wieder auf einige Beispiele an. 
1. Es ist 


(+3, +5 = (a+b)(a +54, +1) 
—= o(a+b+k, + b(a +5 +44 


und wenn man mit (@—k, — k)”"(b—k,— k) multiplicirt 

(—h, —h)" (bh, — hy (a+b, +4) = 

(a, —hy"t (bh, —hP (at b4k, HE (ak, A)” (b, —EYPH (at6+5, +6) 
Diese Gleichung kann aufgefalst werden, als 


J(a,b,m,p,n) = f(a+k,b,m-H1, p, n—1)+f(a,5b+k,m,p+1,r—1) 
und giebt dann durch eye mit (14.) und (15.) 


Sab,m,p,n) = +17) Satvr—ko, 6-+ko,m+v—o,p+0,n—v) 


Furvezwdn=p=0, = diese Formel über in 
[@, 5,0, 0,7) = (r+1|(°Z 


oder 


\n / n,—1 $ h Nr “\o 
tb, — +1) (atnk—ks—h, lb tkr—k, —h) 


und wenn man die Folge der Factoren umkehrt 


20. (+3, + = (@+1|(,) +00, + 8° 


= (++) +++) OT 


+ (5) +++ + +" 
Verschwindet das Glied (@“—rk—h, —k)”(b+kr, —k)'t für ir- 


gend einem Werth von r, so kann man z auch negativ nehmen und er- 
hält dann nach (17.) 


21. (+5, +)” = +1 Ser ) (eo, +hy=°(b, +.K° 


Diese beiden Formeln stellen die Ausdehnung 
"Satzes auf Factoriellen dar. 





er ) f(a+nk—ko,b+ko,n—6, 0,0) 





des binomischen 
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Für k=0, a=1, b=xr erhält man die einfache binomische Reihe 


22. (4er = + le {1 er =14(2 I): +) et i)® a4...” 


und wenn man annimmt 


n,—1 —n,—1\? BE REN IN 
23. (42) ll” re Tg =14(%- ar) Hr) et 
2. Man setzt bekanntlich 
24. At. = Mu, — Nu._, 
wo n auch negativ sein kann und sich dann A” durch 3” u ersetzen lälst. 
Falst man diese Gleichung auf als 
fim—1,n+1) = f(m,n)—f(m—1,n) 
so lülst sie sich in folgende 3 Formen bringen 
25. f{m,n) = f{m—1,r)+f(m—1,n-+1) 
26. f(m,n) = f(m+1,n)—f(m,n-+1) 
f(m,n) = f{m-F1,n— 1)— f(m, n—1) 
Die Vergleichung dieser Formengleichungen mit (14.) und (15.) 
ergiebt auf der Stelle 
8. Mu, +1 |( a) Artey_, 
= Nun (nt (a) rm te Ann 
29. Au, = (k+1l—) ker y NL IT 


= M"u.n— (5) ze unit (2 =) VRR At 
30. Am = KH) uns 
k,—1 


m Ark ums —k m—k ik Am—k 
= Mu vum PS A” um t+ (Do =) MT Um — er IT 


Aus (17.) erhält man, wenn A”u, für sehr großse m oder n ver- 


schwindet 
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32, u,= 
33. Mu, = oo (—)° [- k, u 
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1,+1 
so dals also die drei Formeln (28.) bis (30) für +: gelten. 
Wir geben hier noch die Entwicklung der Dillerenz eiues #’ro- 


ducts, Es ist 
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34. A(APP.ArQ,) = AP.AHQ,-+-ArtP.ArQ,,, 
und wenn man hiervon die (k—1)ste Differenz nimmt 
35.  A(APP.AQ,) = Art(AP P.AMQ,)+ AM (ArHP,ArQ,4) 
Diese Gleichung fassen wir auf als 
kp rn) = f(k—1,p,9+1,r) +f(k—1,p+1,9, r+1) 
Die Vergleichung dieser Functionen mit (14.) und (15.) ergiebt 


36. AArP.AQ) = +1l( er (N )"Artep.artieQ,,, 
1 k,—1\? 
= ArP.Art Q ‚+ Gr) Art P, Art Q,+r+ (>) APRP. Astk-2 Qt Bi 


und weil A auch negativ sein kann, so erhält man aus (17.): 


37. AWP.NQ)= [FE ) ar P.aneQ,,, 
k,—1 


— APP.AT+ 0,+ ( 4) Art!P, Ark- 1 Ort (= a) AP#RP, AI-K- -2 Din + FRE 


Für «=1 liefert (37.) eine bekannte Reihe von Taylor, die Conder- 
cet in einer etwas abgeänderten Gestalt giebt. Wir schliefsen für diesen 
Fall noch eine andere Entwicklung an. Es ist 
AP.7T) = AP.T+P.A7 
ATI4(P.O) 
P 
A-1(P Kr. 

A(A(P.0)) = ap. ZEN 1 pu(TE-D) 


und daraus 











Setzt man bier T= ‚ so entsteht 











PO A-1(PO) P, A-1(PO) 

7y Ama u 0 10 us 2 h 
Ditlerenzirt man diese Gleichung und multiplieirt sie dann mit Wi so 
ergiebt sich, wenn diese Operation 2 mal wiederholt ist, 


n A—l n+1 A-1(P 
KEN Zr Yes dt De zu 
Hier ist 2 ein Wiederholungs- Exponent, was aber nicht besonders ausge- 
drückt zu werden braucht, da die eingeklammerte Gröfse immer von 
selbst dem z seine Bedeutung anweiset. Diese Gleichung fassen wir auf als 
Pin) = Sat) + fa) 
und erhalten dann nach der Gleichung (2.) des $. 4. 
KI—)*"Pr+0) = (—} Kn+M—f{R) 


oder wenn man = 0 setzt und für ® und f das was sie bedeuten, 


38. AY—)+ (5) = — —)! (= u) A-! 2m 9 














' 
. 
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Verschwindet das erste Glied der rechten Seite, so schreiben wir diese 
Reihe in entwickelter Form 
39. Ar (Po) 


— PS er (rl), (Frlr(E9))) +... 


Dies ist die Gleichung (39.) in Schweins Theorie Ri, EEE 
zen und Differenziale. Ganz auf dieselbe Weise lassen sich alle Rei- 
hen dieses Werkes bis zu /V(44) entwickeln. 

Die sogenannte Analogie der Differenzen und Potenzen 
beruht nur auf der Ähnlichkeit der Formeln (25.) bis (27.) mit denen 
von (8.) bis (10.) im $. 4. 


$. 6. 


In der Functionengleichung 
1. Sa) = Pla)flety) + Ye) Se) 
setzen wir +ry-+sz statt x und bekommen dann 
Sactry+s2) = platrytsz) later +Dy+s2) EY (o+ry+s2) S(e+ry+ (s+1) 2) 
oder wenn wir nur die Coeflicienten von y und z beibehalten 
2. f(r,s) — Ars) fr +, )tYlr,s)f(r,s+1) 
Nach dieser Gleichung kann dann (1.) geschrieben werden 
f00 = 00. f10 +P00. fol 

wo wir der Einfachheit wegen die Klammern und Kommata ausgelas- 
sen haben. 

Diese Gleichung lälst sich noch etwas einfacher darstellen, wenn 
wir die Coefhicienten einer Reihe vom 2-+1 Gliedern durch n,, 2, 72; ::- 

. n„ bezeichnen, denn dann erhalten wir 
Jo = 1,.f10 +1,./01 
Vermöge der Gleichung (2.) lassen sich die Glieder 1,./10 und 1,.f01 
dieser letzten Gleichung umformen in 
1,.f10 = 1,.910.f%0 + 1,.% 10. f11 
+1,.fl0 = +1,.f11+1,.%01./02 

Setzt man hier die Werthe von 1, und 1, aus (3.) und addirt, so erhält 
man eine zweite Reihe 

4. 00 = ®00.9 10.f20+900.%10|/11-+%00.%01.f02 

001.000 


oder kürzer 


0 = 2,./WO+2%.f11+2,.f02 
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Die 3 Glieder auf der rechten Seite dieser Gleichung können wie- 
der nach (2.) umgeformt werden und geben dann 
2.f20 = %:020.f30 + %.% 20. f21 
+2,.f11 +23.011.f21+2,.%911.f12 
2,./02 2,.002.f12.+2,.%02.f03 
Addirt man diese Gleichungen und setzt die Werthe von %,, 2; 
2, aus (4.), so entsteht die dritte Reihe 


N 


5. f0O= p00.P10.P20.f30+F00.p10.20] f214+%00.1u10.y11] f12+%00.1701.902.f03 
pO0O.pL1.w10 pO1.w00.w11 
p01.p11.1y00 202.1900.901 








oder kürzer 

J0 = 3,.f30+3,.f?1+3,.f12+3;.f03 
Es leuchtet nun schon ein, dafs wir aus der Gleichung (5.) durch Um- 
formung der einzelnen Glieder nach (2.) erhalten 


fo = 3,.030.f40+3,.W31]f31-+3,.v21]f22+3,.V12]f13 +35. W03.f04 
3,.021 3,.012 3,.003 


Setzen wir nochmals die Werthe von 3,, 3, 32, 3; aus (5.), so ergiebt 
sich eine vierte Reihe 





6. FO = P00.910.920.930.f40+ P00.910.920.1930] f314+y00.P10.%20.y211f22 
g00.%10.921.1u20 g00.pi1.y10.1y21 
g00.p11.921.u10 g01.p11.900.1p21 
g01.911.921.1,00 g00.p12.2p10.p11 

gOl.g12.w00.y11 
y092.$12.900.w01 


+ 00.910. yl11.w12] f13-HWw00.901.1902.%03.f04 
g01.1p00.u11.1p12 
g02.1y00.901.y12 
£03.%00.901.%02 

Ist nun so die nte Reihe entwickelt, so ergiebt sich aus ihr, vermöge 
der Gleichung (2.), wenn wir wieder Klammern und Kommata einführen, 
der Fortgang zur (2-+ 1)sten Reihe durch folgende Gleichung 
/(0,0) = n,p(n,O) fr +1, tm, Yin, Of, D)-Fn, w(n—1, PP —1,9+... 
n, g(n—1, 1) n,p(n— 2,2) 
..(E+)" Amy a—m+1,m—1)I/(rn + 1—m,m)+.... 


"mp (n— m, m) 





oder 


7. (0,0) = (a + Ya) I, av arte, 1) +nP(a—o, 0) f{r+1—e, 6) 
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Weil z_, und r,;. Null sind, so besteht das erste und letzte Glied 
dieser Reihe nur aus einem Theile. Es handelt sich hier um die Bestim- 
mung der Coefficienten von y und x in den Functionen ® und %; be- 
trachten wir daher jetzt in der Gleichung (6.) die Coefficienten von y, 
welche in der Function ® enthalten sind, und schreiben sie der Übersicht 


wegen besonders heraus, s0 haben wir 
0123 012 OL 0 
012 Of 0 
012 ol 0 


012 01 0 
01 
01 


Die Gleichung (7.) ergiebt aber, dafs sich in jeder folgenden "Ent- 
wicklung auf der rechten Seite jedes Gliedes eine neue nüchstfolgende 
Coefficientenreihe für y anschlielst, dals z. B. die Coefficienten in der fünf- 


ten Keibe beginnen 
01254, 9223,:042,::04,: 0 


Ganz ähnlich verhält es sich mit den Coeflicienten von x in der 
Function %, nur dals sie in umgekehrter Orduung auf einander folgen, 
denn sie sind in der vierten Reihe 


0 01 012 0123 
0 01 012 
0 01 012 
0 01 012 
01 
01 


Betrachten wir jetzt in der Gleichung (6.) die Coeffieienten von z, 


welche in der Funotion ® vorkommen, nemlich 


0000 000 00 0 
O0OL 01 1 
Ol 02 2 
111 11 3 
12 
22 


so bilden diese die Combinationen mit Wiederholungen, welche wir be- 
kanntlich nach (13.) des $. 3. bezeichnen durch 


[4,1], [32 133) [1,4] 
Sind nun diese Coeflicienten für die nte Reihe gefunden: 


[2,1], I?—1,2, [r—2,3], ... pk—nrr+l1l, ... [1,2] 
und wir nehmen aus dem vollständigen (r+1)sten Coeflicienten der (-+-1)sten 


leihe 
apa +l—nr—)+n,Pa—r,r) 
Crelle's Jourmal d. M. Bd. XU. Hit. 2. 20 
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blols die Coelficienten von z, die in der Function ® vorkommen, so haben wi 
[r +1—r,r]+[r—r, r+1]r 
dies ist aber nach der Gleichung (13.) des $. 3. nichts anderes als 
Ir #1—r,r-+1] 
welcher Ausdruck also die Coeflicienten von x in dem vollständigen (r + I)ster: 
Coellicienten der (2-+-1)sten Reihe bezeichnet. 

Ganz ähnlich verhält es sich mit dem Coefücienten von y in dei 
Function /, nur dafs auch sie in umgekehrter Ordnung auf einander folgen. 
und die Combinationen von unten nach oben laufen. In der vierten Reih« 
sind diese Coefficienten z.B. 


3 22 111 0000 
2 12 o11 
1 11 001 
Ö 02 000 
01 
00 


Setzen wir nun wieder alle Buchstaben in die Functionszeichen, so wird 
z. B. das zweite Glied der vierten Reihe geschrieben 
Oxc+0y+09S)d a Fly+0S)d ce +2yH0S)u(c+3y+0:) 
HESS HODeH FORD | 
+Dc+0y+02)Dar+ly+12)Dae+2y+ 12) Krt1y+02) u er3yr2) 
+Dc+0y+12)O(c+ly+12)0(c+2y +1) la +0y+03) 

Jetzt kann der rte Coefücient der ten Reihe leicht gebildet wer- 
den. Wir combiniren nemlich erst die Elemente 0, 1, 2, .... r—1 zu 
n--1—r mit Wiederholungen, und dann eben so in umgekehrter Ord- 
nung die Elemente 0, 1, 2, .... 2a--1—r zu je r—1. Die ersten Con- 
binationen stellen die Coefhicienten von z in der Function ® dar; wir fü- 
gen dann zu den aufeinander folgenden Reihen derselben noch entspre- 
chend die Zahlen 0, 1, 2, 3, .... als Coefficienten von y. Die letzteren 
Combinationen stellen die Coefficienten von y in der Function % dar, und 
zu den auf einander folgenden Reihen derselben fügen wir entsprechend 
die Zahlen O0, 1, 2, 3.... als Coeflicienten von . Das Hauptglied selbst 
ist (+) f(e-+-ny+(zs—y)(r—1)). Wir wollen diesen Coefhicienten aus- 
drücken durch 
Hatyoy + TH Hear +1 rDibehyer 1 An +40 +) 
indem wir uns so viel als möglich an schon gebrauchte Zeichen anschlie- 
fsen. Die Pfeile geben die Richtung der Combinationen an, und dienen 


zugleich dazu, diese Zeichen von ähnlichen zu unterscheiden. 
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Ist also die Gleichung gegeben 
' 8. Se) Pa rNtra)fae +3) 
so ist auch 


9. f(x) = (ni) gla+r(O Y +)" + z[n—o Y1+0]) w(c+y[o An +10] 
+2(0 1 +1)°) f(a+ny+@—y)o) 
Hiernach ist z.B. das dritte Glied der fünften Reihe, wenn wir, 
der Kürze wegen, blofs die Coefficienten von y und x ausschreiben, 


(+ pla+ylOY +HD’+EL3Y 3 wat r[2 14420 HN?) fla4+ 3y 4 22) = 
Fe+0y+02) Platlyt02) Plat2y +02 par 3y402) ylrt3yHe)Set3y+%) 


09929599989 
NO ei a ea DD OD CD 
N 
NND WO u a IND ee ea CD CD 
DcDryyvyDy nnd 
Dr vn N m 
OD OD O sei ji je IND 
OO99999 
O u ND Ge MD CS ID Go 
jmd, je ja fe fedh, je jun jenhh 


Bei diesen Entwickelungen mufs noch ein besonderer Fall unter- 

schieden werden, nemlich wen y = ist, oder wenn man hat 
10. fa) = PawfatyntYia)fec+y) 
Hier ist zunächst zu bemerken, dals f(x -+y) im ersten Gliede der rech- 
ten Seite nicht mit f(e-+y) im zweiten Gliede als gleich betrachtet zu 
werden braucht, weil noch andere Veränderliche unter dem Functions- 
zeichen enthalten sein können, die eine Ungleichheit hervorbringen. In 
dem gegenwärtigen Falle verwandelt sich die Gleichung (9.) in 
11. fa) = (+1 Ola + yKa—eYm)Wletyle Am) Set ny) 

denn es müssen zu den Combinationen mit Wiederholungen die Zahlen 
0, 1, 2, 3, .... addirt werden, wie es z.B. der oben entwickelte dritte 
Coefficient der fünften Reihe angiebt, wodurch die Combinationen ohne 
Wiederholu:gen entstehen, was wir, dem Früheren gemäls, auf die an- 


gezeigte Weise ausdrücken. Hiernach ist z. B. der dritte Coefficient der 
fünften Reihe 


platr(ay dw(atrl2 9) = verln) p (+1) Pet2y) vet) 17 (et) 
0 1 4 2 3 
0 2 3 1 4 
0 2 4 1 3 
0 3 4 1 2 
1 2 3 0 + 
1 2 4 0 3 
l 3 “ Ü 2 
2 3 4 0 1 


20 * 
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$ 7. 


Vermittelst der Gleichung (9.) des vorigen Paragraphen entwickelt 
man sehr leicht folgende Formeln: 


1. (a+5” = (n+1]l[r—o, 140! —0](d, +1) 


(a+b)’ = 41 [3—0o,1+0!a—6ö](b, +1)° 
= [3,1:a—6](d, +1)°+ [2,2!a—0] (2, +1)'+ [1,3!@ —0] (db, +1)?+[0,41a—ö](b, +1)’ 


z.B 




















= aaara—I.a— Ob +a— Ofb(5+1)+5(5+1)(d+?2) 
a—0.a—1 nur; 
a—1.a—1 a—?2 
., a I—0, -1- 1 
2. («+5 = (n+1lln—o yi+o! a-H1+ö] [0 Ania! ö—a] (77 1,1 ) 
z. B. 
(a-+b)° = 4113 — 0 } 1-+0!a-H1-+ö] [0 A401 — TE) 
b—1,+1\°’ b—2,+1\’ 
= atl.a+i.a+1 ) tat. PR DE WER Lima. 3.40 U WISE DR DERBER, FE 
(en ade a+i. Be che ) url ) 
a+?2.a+2.0—a a+3.0—a.0—a 
b—3+1\° 
+0—a.0—a.0- al 


Für a=0 und 5 = ergiebt sich aus (2.) 


3. 0 = nl[in1-a} 1+eNHöle hat +0 (SH) 
z. B. 


— Sl —et1+ol1+ 3] 51 +0] er) 


Q 
=) + 4 (3 I) 411 33 





























N) 99 PR Fe) 
a 13 or Te Aue u mr 
122.2 13.22 3.112 
222.1 22.13 4.111 
23.12 
33.11 





oder 
rw —3,H\* | (a3, +1\° 
et) 
In dieser Entw en sind die Coefficienten symmetrisch wie dio 
gemeinen Binomialcoefficienten. 


Aus diesen Formeln fliefsen dann noch leicht folgende zuerst von 
Schweins in seiner Analysis entwickelte: 














(k — [+1 





4. kKi(a+ 0)" = (r+1|[r—o,1-+ola-+ö] +1 


Für @=0 erhält man 
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me ) +1 


5. RP H3H... Lkr Mor = (nt1]fa - 0.140) ve 
z.B. 














l {)+! 
+ +2°434 ee eng 0, ” 2 
- 4,1 ED4B, 7 +2 Pa 
k,—1 (X, —1) (k, sn (k, —1)° 
- u at) y 3 + 7 +5 
22 3 
—= Ir (k—1) + 3K(k—1) (k—2) + 8% (k—1) (k—2) (a3) + RlR—1) (KR 2)(7 (k—4) 





3; 
6. Jo" —n][n—1—0y 1-40! Prism 14 = e 01 N BE: 
z. B. 


He) 


$. 8. 


Wir wenden jetzt die Formel (9.) des 5.6. an, die höheren Diffe- 
rentiale des Ausdrucks 











a’ (1-+ x°)7 
zu bestimmen, der eben so allgemein ist als (e-+bx)(-Dia+öox?)*, 
mit welcher Formel sich Schweins in seiner Theorie der Differenzen ete. 


von p. 244. bis p. 260. beschäftigt. 


I. Es ist 
GH) pe ie age ha, 
also 
or P(q q ER ori 31 Ar m ha Ku 
2. dam' w +2") u m— X (+ =", 29 3 i-x 2 


Diese Gleichung kann aufgefafst werden als: 
(m, p,r) = Op) fm —1l,p—1, a) Ya) fm —1,p +7 —l,r—i) 
und giebt dann durch Vergleichung mit der erwähnten Formel 
fim,p,n) = (k-H]O9p—(0, +1 
+9-DRr—oyi+o]) vr — (AHV) fm, p +90 — k,n—c 


Setzt man hier k= m und die Werthe von /,® und £, so erhält man 


‘ gm 
3. ira)” 


na (m +11(p —(0Y +1)” + gg —1)[m—o, Y 1i+ o]) (n, dis, 1)e g’ar-" + me 
Für nm =4 entsteht z.B. 
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a ‚et +taer® = 5]|(p— (4—o Y 4)-g[4—o Y 1-F0]) (n, —1)0 7 20700 1-4 ar)r—e 


= (p 99) pP—It09gd) (pP —2+0g) (pP —3+0g) (rn, —1)° g’ ar7 HEN)" 
+ (p—0+0g)(p—1+0g)(p—2+0g)] (nr, —1)! g’ ar Hr (d+ arm 
(pp ION (pP —S+1g) 
(PI+0g/p—2+1D(p—3+1g) 
(I+H1g(p—2+ig)(p—3+1g) 
+(p—0-H0g)/p -140)) a, —1)’g’ar+r27 (ar)? 
(p—0-+0g)\(p—2+1) 
(p—0+0g)(p—-3+2) 
P—lH19(p—2+D 
(pIH1g)(p-3+2) 
(P2+2P—3+ 2] 
+ (p 009] (a, —D’ ga’ ar HEN ln, 1)" gt art (+ ar 
(p—1+1g) 
(p—2-1-2g) 
(P—3+3q 
Wir suchen nun die Coefhieienten dieser Reihe so umzuformen, 
dafs sie wenigstens für besondere Werthe von p und 9 eine einfachere 


Gestalt annehmen. Drücken wir deshalb die Coefficienten einer Reihe 
von m-+1 Gliedern wieder durch m,, m,, m,, 
die Gleichung (3.) schreiben 


m 


_* Aue 


4, Dam‘ ar (I+ 27” = (m-+1|m,(n, +1)? gP ar-mtoo (14 ar)»-e 


Differenzirt man diese Gleichung, so kommt 

NmHtI 
C n a\r j N f f f em —l-Lion a\ vg 
d zent x d+x "= (m+2[[p -m+go)/ms+mo-ı]\n,—1) g RE a 1-07 "=> 

















. aus, so lälst sich 


4 
’ 


Jo 


wenn man bedenkt, dafs sowohl »_, als n,;ı Null sind. Setzt man nun 
in (4.) 2 +1 statt 2, und vergleicht die zu gleichen Potenzen von x ge- 
hörigen Coefficienten der entstehenden Reihe, und der Reihe (5.), so er- 
giebt sich 
6. (m +1, = p—m+osm, + m,_ı 
Diese Gleichung kann aufgelalst werden als 
m +1,s)= D(m, $) +/{n, s—l) 

und giebt dann nach (2.) des $.4. 

\p—m+oetels—e)(m—e). = (m+l,—(m+i1—h),-i 
oder, wenn man mn —1 statt mn, m—s—]1 statt s und k= m setzt, und 
die Reihe rückwärts nimmt, 


7. mp + De, = m 


en | 
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Diese Gleichung zeigt eine zurücklaufende Bildungsweise der Coef- 
ficienten der Reihe (3.) an, da nemlich der letzte derselben, oder c,, 
gleich Eins ist. 


Für s=0 erhält man z.B. den vorletzten Coefficienten 


\o m, —1 ” 
m = m|P+@—1)) = mp+ 9-1) RZ 


und ähnlich liefsen sich alle vorbergehenden berechnen; aber das Gesetz 
der entstehenden Reihe würde auf diese Weise nicht zugleich auch klar 
werden. Wir schlagen daher einen anderen Weg ein. Hat man nemlich 
eine Gleichung von der Form 
8. vIP(o,a)f(o,b) = zfiv,b+m)+yf(v,ö-tn) 
multiplieirt sie mit P(v,a-++- 1) und nimmt die Summe nach v, so entsteht 
vl{r(o,a+1).vffplo,a)f(o,b)}} = x.vffpto,a+t1)/(o,b+m)\+y.v| ır(o,a+1)f(o,b+n)} 
Diese Gleichung kann wieder mit 9(v,@-+?2) multiplieirt und dann nach 
v summirt werden; man erhält auf diese Weise 
ville (0,a+2).vf{p(o,a+1). vlg (0,a)f(o, b)\} 

=x.vlg(o,a+2).v|ip(o,a+ttifo,dtm)\+y.v[{p(0,a+2).vf (r(o,a+1 fo,atn)fo,b+1)\ ' 


\ 
} 


Bezeichnet man nun die linke Seite dieser Gleichung durch vj/9/(e,&@)f(e,b)V, 
so mus die vanze Gleichung geschrieben werden: 

vlir 0) dRo,b;) "=rvtiplodtf 0,5+m)\"+y.vf{g(o,d+ | Na,b+n)}? 

Nach umd nach kann man nun, wie leicht ersichtlich ist, oanz all- 
voemein erhalten 
9, viirce, d)f(o, b)Y 2 0. vJ ir(0, d+1)f(e, b-+m) "=! +Y- vl 14 (O,d+1)f(o,b+ ayYimt 
und falst man diese Gleichung auf als 

v f A ‚vr E u _. \ 

F(k,a,b) = x.F(k—l,a +1,60 Fm)+y.F(k—1,ca-H1,b5+n) 

so läfst sie sich nach $.6., (9.) in eine Reihe von AÄ--1 Gliedern ent- 
wickeln, wodurch die Summenzeichen auf der rechten Seite weofallen. 

Hat man nur 


10. vlO(o,r)f(w,n +1) = f(v,r+1) 


so ist ist für 2 = 0 
vl®(s, 0) f(0,0) = f(v, 1) 
für n—=1 


v[P(0,1)Ke, 1) = vll, v9) = vlP5MOF = Aus?) 


11. v[{O(o, 6) f(0,0)}" = f(v, n) 
Also ist aus (7.), weil ©, —=1 ist, 
12. mp —69 + We)! = mu-ı 


und allgemein 
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Man findet nun bald, dafs 


13. late) = et) +a+n Atem 


ee 








Nach (9.) läfst sich diese Gleichung verwandeln in: 


Zt (d+0b) (> yY 


ck - _\r+yk-1 Fame. N \eädie ve 
= (a +nb).mi (d+140) () | +n+)2.m|| (@+1+o (4 a) | 


oder in 
F(h,a,n) = (a+nb)F(k—,a+1,2 +1) Hr HF —,a+1,n+2) 
und diese Formel giebt, nn $. 6. (9.), wenn man die Werthe von F setzt, 


Ö 


14. m /+-ob) } N = (k+1]( a--( k—0Y k)-Fb(n+(k—o y r)-+-[r—o y 1+0])) | 
+i+o 
X (n-H4+t6 AR)+(0-1)0) ve (Me Rz 2) | 





Für 2=0, dä=p—ö.g und b=g—1 findet sich also 
mil(p— rg) 
f ) f \ m,-1 sro 
— (k+l}/p-(O y +1) +(g-2) [R-o yi+o])((o Ä k)+i A +1)°)(g-1)° (7 4) == Mn 
folglich durch Vergleichung mit (3.) 
15. (PO HI H@N)IRYIHm—R)) 


de ae B „fm, —1\ to 
— (kl p —(Oy + (aD [r—a y1to](lo AR) + (1A +1) (1) (Fr) 


Wir haben so den Coeffhicienten der Entwickelung (3.) durch eine 
teihe ausgedrückt, welche für besondere Werthe von p und 9 eine ein- 
fache Gestalt annimmt, und merkwürdige Relationen zwischen Combina- 
tionen und Factoriellen wahrnehmen lälst. Für 7=2 ist hiernach 


3. (pr[Aky 14 IH AN HI D-IR) 
i6. (p+iAy 1+2-k])—(Oy +1) )s= ARı Kr | ) (1, Y)(p— ) 1,1 
Für 7=0 verschwinden auf der rechten Seite dieser Gleichung alle Glie- 
der bis auf das letzte, wo e = k geworden ist, und man erhält 

1 } Sl / k \ /m,—1 a 
(Ay —k+1)—(0y+D) = (kAYyF+ARHNN) ke 


Es ist aber 


(Ay H+AYH+D) =O+HAHYDRHI)B+Y kt) = (1, +2) 





alsu 
ı (m, —1\ (m,— 1)? 
17. (km k+1- 0,40) = 1, HE) = 
z. B. 
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[3Y—-(0y +) = 1-01-11—2= 19.1115 
1—0.1—1.2—2 1.0.0 2 
1—0.1—13—2 1.0.1 
1—0.2—1.2—2 1.1.0 
1—0.2—13—2 1411 
1—0.3--1.3—2 1.2.1 
2—0.2—1.2—2 2.1.0 
2—0.2—13—2 2.141 
2—0.3—13—2 2.24 
3s—0.5—13—2 3.2.1 

__(6,—1)' 6.5.4.3.2.1 

N 
Die Entwickelung (3.) selbst nimmt nun vermöge (17.) für y— 0 
und 7=2 die Gestalt an 


v 


ee = Zur De) 








om EUR ss (m,—1)?° mg mo mo f en 
18, 7m. (re) = (m+1 (2, #27 -(n,—]) 4 x (1-Fx°) +o 
— 4 \m 9m „m 2\n—n (m,—1)’ m—LOm—l „m—2 2 \n—m4i 
= (n,—1)” 9” 2” (Far LI — © u sin; —1)r1Im1 gm2 (14? )r—m+t 
en Gero (m —Aym2 2m? amt (4 arm 4. 


II. Dem Differenziale (1.) kann die Gestalt 
19. 22. ar IF a part} Nr lptng) art (+ re 


segeben werden. Hieraus folgt 


La) 


o” m} 


ri) Sp Ep) rt ihm 


und nach 9.6. (9.) _ 
20. (Ha = (mHllp— (0 +07 
+g—1){m—o Y 140])\(p—(o A m)—glo {m+—o]+tng)armtrr 14 a0” 
oder nach der angegebenen kürzeren Schreibart 


21. 7 IH) = (m Hm te Hann 


Differenzirt man diese Gleichung, so kommt 
Am+1 
© 


22. Erz 
(m+2I(p m tganms+(p— m+g0+q(n— m—i)m,._.) arte +2 
Setzt man nun in (21.) 2 -+1 statt rn und vergleicht die zu glei- 
chen Potenzen von x gehörigen Coefficienten der entstehenden Reihe und 


der Reihe (22,.), so ergiebt sich 
Creilte’s Journal d. M. Bd. XIL. Hifi. 2. 21 


4 
Vi ı 
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233. (m +1), = p—m+g4s)m, -p—m+gs-g(n—m—1)).m,_, 
Schreiben wir hier m —s statt s und dividiren die ganze Gleichung 
durch (p + gr —9— 95, —1)”""", so entsteht 
(m+l)n—s mia p—m+gm—gs en ä Mami 
Prag Prag, 1m" N (prgn—g—gs,—s)" 


oder 
m) = O%m)+f(m—1) 
also nach $.4., (2.), wenn man m—1 statt m setzt, 
) qg—1)0o—o $ Mm—s— 
a Fe re Pr pa nennen 

Weil sich nun aus (21.) sogleich ergiebt, dals n, = (2!r-+p,—1)”, so 
lüfst sich 77,,_, aus (24.) finden. Bei dieser grofsen Allgemeinheit kann 
man aber kein einfaches Gesetz für n,,_; entdecken. Die Gleichung (24.) 
gewinnt indessen schon sehr an Einfachheit, wenn 9 =? gesetzt wird, 

















denn dann geht sie über in 
. pt+0—2s Ai Mm 
20. rg , L —" (p+2n—2—2s, —1)” 
Aus $. 4., (16.) erhält man aber für «= Pß=1 


lat, (a+r,—1)" gen 
=. He Ban ee 


Diese Gleichung dient zur Summation von (25.), denn setzen wir 
dort zu erst s=0, so kommt, weil os, =(?2-+p, —1)° 
2r+p—2,—1)”(p+ 0) 2r+r, -D”rp+ 0, —1)' 

Qrtp—2,— ij 9 Qntp_0,— 1} 
Qrtn Dr (ptm,—t)} 
m 2@n+2p—1) Ver m, —1)’ - (m=0)) 

Wenn wir für den Coefficienten z,„_ı einen einfachen Ausdruck 
erhalten wollen, so müssen die Elemente so angenommen werden, dals 
(m =0) verschwindet. Dies geschieht in zwei Fällen, erstens wenn 
p=0 und dann wennp=1 wird. Bei der ersten Annahme erhalten 
wir nach und nach 


. er „(nl (An—20, tr 
Ar Mm = (15 F1) a) | 1,41 ) 
und bei der zweiten 


—_. Ar, rt (m+1,—1)* _ (1,HT)”tH /n,—1\ (2a 1a, —1\ ro 
25, Mm = ( (Gr) ( 1,+1 ) 




















MN m} — m| 0 = m|' 














2,+2)* (2ra—1, — 2) mt+1—2%k 


Die Richtigkeit dieser Formeln wird sehr leicht vermöge der Glei- 
chung (26.) durch den Schluls von # auf 4-+-1 bewiesen. Durch diese 
Werthe verwandelt sich nun (20.) in 
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Oo rer m 2 \n—m In,—1 7 m 
29. —. (Ha = (1,HR(ite”) (Tr) % 


+) re) et 


und in 
0” Br \ In +1 er 
—. „cr = "r1 » rm | 
30. Sam x (1. = (1, Irre?) ( 1,1 ) m--1 


n,—1 In—1, —1\ı—2 gm- 1 ara 1 In—3,—1 m—4 „m-?2 } 
Haan ara St 


Diese letztere Reihe ergiebt sich aber sogleich auch aus der er- 























stern, weil 





rl u et ite® yıt! 


Die Reihe (29.) findet Lagrange auf eine eigenthümliche Weise und in 
einer etwas veränderten Gestalt in den Abhandlungen der Berliner Aca- 
demie vom Jahre 1774 p. 185. eto. 

Die Vergleichung von (27.) und (28.) mit (30.) läfst wieder Rela- 
tionen zwischen Combinationen und Factoriellen erkennen; so erhält man 
z.B. aus (28.) 

31. (Aym—r+] + Dan 3m —rtR+1]4+(0 1-1) 
_ d+mr+ («JE Bet 1—2r, — Joh 
— m-+1—2% \1,+1 2 7 ze 
Setzt man hier n=—1, so ergiebt sich 
32. ([RYm—rH1]441y 1m —r Art] AH") 
= (rm, 02% (m, Ar 





zB. 
([2 3] +1 y —)?) (812 A3] + AH1)°) 
— 0+1.040x6+1.642 = 1.0.78 = 32 = 10 = (—)’ (5, —1)(,—1) = (5, —1)* 
0+1.140x3+1.64+2 1.1.48 40 


0+1.240x3+1.342 12.45 16 
1-41.14+0x0+1.642 2.1.18 20 
11.240x0+1.342 2.2.1.5 12 


241.240x01.042 3.2.1.2 
Die Brauchbarkeit der Gleichung (9.) des $. 6. fällt vielleicht dadurch 
am besten in die Augen, wenn ich bemerke, dals sich z.B. in Schweins 
Analysis mit Hülfe derselben Einiges aus den 4 ersten Abhandlungen und 
fast Alles aus den 4 folgenden viel schneller und allgemeiner beweisen lälst 
als dort geschieht. Alle Sätze der neunten und letzten Abhandlung über 


die Summation der Reihen lassen sich nach dieser Gleichung fast ohne 
21 * 
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alle Rechnung unmittelbar hinschreiben, sobald die Grundgleichungen vor- 
bereitet sind. Den Mathematikern, welche Schweins Theorie der 
Differenzen und Differenziale kennen, wird es nicht entgehen, 
dals die neunte Abhandlung der Analysis in jenem Werke von Wichtig- 
keit ist, und dafs also noch vielmehr die erwähnte Formel auch dort ihren 
Nutzen bewähren wird. 


Wir stellen hier nur noch zur Übersicht die in diesem und im 
sechsten Paragraphen gefundenen combinatorischen Formeln in ihrer ein- 
fachsten Gestalt zusammen. 


33. [aym] +0) -H) = (nrfn-+m—1) 
34. [zya]—(0y +HY = az u 
Die Addition beider giebt 
35. [am] —(nyr+m—1) = be Str 
und die Subtraction 


aya+m—1)—20y +17 = TREE 











oder für m—n-+1 statt m 


36. (nm) — (0 + = Fr 





$. 9 
Im $. 6. haben wir aus der Gleichung 
Se) = Px.fa+y)tVr.f(e+ 2) 
fx in eine Reihe entwickelt, es bleibt nun noch übrig, die Form von 
fx durch Ox und "x zu bestimmen. | 
Hierher gehört z.B. die unabhängige Entwickelung des Zühlers 
und Nenners eines Kettenbruchs. Ist nemlich 








An __ 1 
Bi 2 1 
k, + 1 
KrEL 
oa 
7, 
so hat man bekamntlich 
An __ kn@n-ı + an—2 





Da kn br—1 + Dan 











2, 
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Die Gleichungen o„=Ä4,a,,ı te, und d,=#,b,_, +b,_, sind 
besondere Fälle der eben angegebenen Functionengleichung. Aus ihrer 
Entwickelung erhält man nach den früher festgesetzten Zeichen. 


2n+1— (—1)*],, 
1, a. = ri mio Y 2) 2o Y 1+0]} 


2r+-3+(—1)” j! 
4 








2; b, =z Kuna y n— a!1--ö)+[n—26 Y 1401$ 





Der Zühler «, besteht nemlich aus er Ci) - Gliedern und der 
2rn +3-+(—1)” 
4 





Nenner 5b, aus « Um den Zähler zu erhalten, bildet man 


aus den Elementen 2, 3, 4 .... 2—c die Combinationen ohne Wieder- 
holungen zu je n—1—?c, und aus den Elementen 0, 1, 2, .... co die 
Combinationen mit Wiederholungen ebenfalls zur —1—2r, addirt dann 
die Zahlen der einander entsprechenden Combinationsstellen, und erhält 
so die Zeiger, welche dem Ak angehängt werden müssen. Ähnlich ist 
die Bildung des Nenners. 


Um z.B. a, zu bilden, hat man ans (1.) 
.=3 Mika. y 5-0'2+3)-H5—20 Y 1401} 


Kot 524465 Y 1] + ke Y 24 2] + Ka Y RI Y 3] 
k23456-400000 + Kazı.ıooo + horn — kyzaso + hys + k, 


235+001 3+1 236 + 
Sörtl 2568 


oder 
0, = khkkkktkkk,htkkktkkktkkktkht kt 


Für den Nenner ergiebt sich aus (2.) 
b, = 4liko-20 y 6-12 140) 
= ko Ä HH Y „rt Kay 51+s)+[4 Y ie Y 11+ö)+2 Y 3) 
+ koy 3/114+0)+[0 Y y 1234564000000 + R123140000 + hat +4, 


1235-0001 13+01 
1245411 14+02 
1345+0111 23411 
2345-+1111 24-12 
31+22 
= K 23356 + Ina -H ka +1 = k,k, k,k,k, ko; 4 kı kyk; k; + ...» — k, k; +1 
1236 14 
1256 16 
145 34 
3456 36 


56 
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denn #4, ist gleich i wie man aus den früheren Bestimmungen deutlich 
ersieht. Falst man nun das ganze Verfahren zusammen, um die Zeiger 


des 4 für «, zu bilden, so braucht 


man nur die Combinationen 


ohne Wiederholungen aus den Elementen 2, 3, 4, ....n zu je 
n—1,n—3, 2—5, .... darzustellen, mit dem einzigen Unter- 
schiede, dafs man jedes neu hinzuzufügende Element nicht 
um eine Einheit sondern um zwei Einheiten wachsen lülst. 
Für db, entwickelt man ganz ähnlich nur die Combinationen ohne Wie- 


derholungen aus den Elementen 1, 2, 
und läfst jedes neue Element ebenfalls 
Die Zeiger von k für a, und 5, 


234567 
2345 
2347 
2367 
2567 
4567 
23 
25 
27 
45 
a7 
67 


3, on zu je n, n—], n—+, 
um zwei Einheiten wachsen. 


sind hiernach 


1234567 
12345 
123547 
12367 
12567 
14567 
34567 
123 

125 

127 

145 

147 

167 

345 

347 

367 

967 

f 
3 


ton 


HH 
3 
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12. 


De compositione numerorum e quatuor quadratis. 
(Auct. Dr. C. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Regiom. ) 





In diario hoc Vol. III. pag. 191. sine demonstratione proposui olim theo- 
rema sequens: 

„Sit n datus numerus guilibet Impar positivus, sint porro w, x, 

„y, z numeri impcres positivi, numerus solutionum aeguationis 

din = ww-+-xac+yy-+zz, 

„aeguatur summae factorum ipsius n.” 
Hoc theorema vel ipso intuitu liquet, comparando inter se formulas, quas 
in Fund. Novis Theor. F. E. demonstravi, pag. 106. (35.) et pag. 184. 
(7.). In gratiam autem virorum arithmeticorum, non advocatis evolutio- 
nibus analyticis, loco citato propositis, rem hic demonstrabo, unice pro- 
fectus e theorematis, quae de compositione numerorum in duo quadrata 
eircumferuntur. Quam demonstrationem sine magno negotio elieis ex 
analysi, qua usi sumus 1. c. pag 109. Quod eo minus celo, quod aliis 
fortasse ansam praebere possit, methodum, qua in sequentibus utor, ulte= 
rius excolendi. 

Utor in sequentibus theoremate auxiliari noto, seu quod e notig 

facile deducitur, sequente: 

„Si numeri primi omnes, gui datum 'numerum imparem n metiun- 
„tur, forma 4m--1 gaudent, numerus solutionum aeguationis 
2n=yytz3, 

„aeguatur numero factorum ipsius n.” 
Idem erit numerus solutionum aequationis 
200 =yy-+:z, 

si numeri primi, qui numerum imparem () metiuntur, omnes forma 4n +3 
gaudent. Neque enim huius aequationis aliae dantur solutiones, nisi quae 
e solutionibus aequationis praecedentis proveniunt, utroque numero y, 2 
per Q multiplicato. 

Dato numero impari quolibet >, quaeramus numerum factorum 
eius, qui formam 472 +1 habent, et numerum factorum eius, qui formam 
4m-+-3 habent. Quem in finem, sicuti etiam in sequentibus, elementis 
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graecis sine plagula adiecta denotabimus numeros formae 4m +1; plagula 
adiecta, numeros formae 42 -+3. Elementis latinis minusculis denotabi- 
mus perinde utriusque formae numeros impares; maiusculis numeros quos- 
libet impares aut pares. Omnes porro numeros accipimus positivos. Quae 
in sequentibus bene teneas. 


Sit numerus p in factores inter se primos resolutus 


p = Pry X u“ p” . 
notum est, obtineri factores omnes ipsius p per evolutionem producti 
10 +a’ .... +2 
IHB +? ....+pe 
IH Y Hr + 


1+@+uR.... tu” 
+ P/+P%....+B” 
Iryry”..+y 
Statuamus in hoc producto 
A 2 =Z=N cr. =1, 
Veh ey. el; 


in evolutione producti singuli termini seu fiunt +1, si formam 4m +1 
habent, fiunt —1, si formam 42 +3. Unde evadit valor producti idem 
atque excessus numeri factorum ipsius p formae 47 4-1 supra numerum 
factorum ipsius p formae 4m -+3. Invenitur autem valor producti. 


(1--AM)(+B)YI-+E).... ( =) (+52) (ER), 2 


< 2 
qui est evanescens omnibus casibus, quibus non simul sunt omnes numeri 
A,b,C .... pares; hoc autem casu fit ille 
A+NA+B)A+0 ...., 

sive Idem atque numerus factorum ipsius | 

A NB „EC 

BE und 

Hinc excessus assignatus est O, nisi > formam habet 

p=nQV 
ubi 2 est numerus impar, qui per alios numeros non dividitur, nisi qui 
formam 472 4-1 habent, Q numerus impar, qui per alios numeros primos 
non dividitur, nisi qui formam 4m -+-3 habent; hoc autem casu excessus 
ille aequabit numerum factorum ipsius 2. Hinc cum etiam discerptionem 
numeri 2 in duo quadrata imparia nullam dari constet, nisi » formam 
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assienatam habet, pro forma autem illa e theoremate auxiliari numerus 
solutionum aequationis 
2p=yy+t:z 
idem sit atque numerus factorum ipsius 2, theorema illud hoc modo enun- 
ciare licet: 
„Dato quolibet numero p impari, numerus solutionum aequationis 
2p=yy-+:z 
„idem est atque excessus numeri factorum ipsius p formae 4m +1 
„supra numerum factorum ipsius p formae 4m +3.” 

Hoc theorema sponte patet, si Fundamentorum formulas pag. 103. 
(3.) et 184. (7.) inter se comparas. Ratiocinia antecedentia 1. c. pag. 107. 
breviter indicavimus, 

In sequentibus, ut numerum solutionum aequationis propositae de- 
notemus, ipsam aequationem uncis includemus, iisque praeligemus charac- 
terem /. Ita signifieabimus ex. gr. numerum solutionum ac«uationis 

2p=yy+t:z 


NRp=yy+t zz]. 
Hince numerus factorum jpsius >, qui formam 4mn-+-1 habent, e signifi- 
candi ratione supra a nobis proposita erit 
Nip = aa]; 


per sıguum 


numerus factorum ipsius >, qui formam 4772 +3 habent, erit 
Nfp == ae]. 
Unde theorema propositum exhibere licet per formulam sequentem, 
1. Ni2p = za+yyl = Nip = aauj—Nip = au/]. 
fam ad discerptionem numeri 4> in quatuor quadrata imparia transeamus. 
2. 

Discerpamus datum numerum ?2p» omnibus modis, quibus fieri pot- 

est, in duos numeros impares p’ et p”, ita ut sit 
2 2 = + 

Deinde singulos 2p’ et 2p' ommnibus modis, quibus fieri potest, resolva- 
mus, in duo quadrata, quae erunt imparia, ita ut sit 


3. p=wutren, Y'=yytss 
ıdeoque 


4. dh=ww-+xx +-yy+:z 
Pro iisdem numeris p’ et p, in quos 2p discerpitur, est numerus solu- 
tionum aequationis huius (4.) aequalis producto e numero solutionum 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hf. 2. 22 
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utriusque aequationis (3.); ideoque totus numerus solufionum aequationis 
(4.) aequivalet summae 
Z(NRp = ww+xr] N[2p' = yy+zz]), 

extensae ad valores numerorum p‘, p‘ impares omnes, qui aequationi (2.) 
satisfaciunt. Jam e (1.) habetur: 

NfRp = ww+x«] N[p' = eaa]|— N[p = eu] 

Nf2p’ = yy +#z:3 N Ip" = b£ß] — N[p" = bP/]. 
Quibus in se ductis, nanciscimur productum, e quatuor terminis constans, 

N[p' = ea]. N[p” = 5bBß] + N[p' = eu]. N[p"” = bP’] 

— N[p' = ao]. N|p” =bP']| — N(p" = 5B].N(p' = ou’). 

Habemus autem, si summam extendimus ad valores ipsorum p‘, p‘‘ om- 
nes, qui aequationi (3.) satisfaciunt: 








S(N[p = aa]N[p” = bB]) = N{2p = au +5ß] 
Z(N[p‘ == aa’l./Y[p” m bP’]) = N[2p ze aa’+5P] 
S(Np' = au] N[p“ = 599) = Ni2p = au +1] 
>(N[p' = b&]NV[p‘ —— aa']) == N[2p — bß +eo]. 


Hine prodit 

5. N4p = ww-+axxr-+yy+tz:] = 
N[2p=au-+lß]+ N Ip = au’ + ])— NT Rp =aa+iP/]— N Yp=iß-+au’]. 
In sequentibus brevitatis causa loco 

NT2p == u] 
simpliciter scribemus 
Nu] = NfPp = u]. 

Porro ponemus numerum quaesitum solutionum aequationis propositae (4.), 

N4p = ww-+-xc+yy+zz] = N. 
Quibus statutis, aequatio (5.) ita exhiberi potest: 

6. N = Nl[aa+:ß]+N[ea+5B]—N[ea+:PI—NTß-+ eu). 
Observe, in hac expressione terminos duos negativos inter se aequales 
esse, cum alter ex altero prodeat, elementis «@, 5 nec non @, ß commu- 
tatis. Unde simplicius habes : 

7. N= Nlaua+tbß]+N[ewW+2P]—2N[ea+5P‘]. 
Consideremus seorsim casus, quibus 
a = ß; u re 
pro reliquis statuere licet ß>u, P’>u’, si numerus eorum duplicatur. 
Hinc, si ponimus 





B=ua+t4A, P’= +44, 
aequationem (7.) ita repraesentare possumus: 
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8. N = Nla(a+b)] + N[a/(a+5)]— 2 N[ea+2P'] 
2 Nlke +b)a +45 4A] +2N|(e +b)wW +454]. 

Iam cum casus, quibus numerus formae 4m +1 et quibus 42 -+- 3 est, 
omnes casus amplectuntur, quibus numerus est impar, in expressione 
antecedente binos terminos in unum contrahere licet, ita ut habeatur: 

8. N = N[(@a+b)e]+ 2 NI(@+b)e+4541—2N[aa+ 5]. 
Ponamus in termino secundo 

e=d-+4AB, 

ubi d<<4 A, atque B aut O0 auf numerus quilibet positivus; erit 
9 N = Nla+b)e] +2NI(e+5)d +44(6+B(a+b))]— 2N[ac+bP']. 


Numeri autem 
a+b, b+B(a-+)5) 
simul designare possunt, alter numerum quemlibet parem, alter numerum 
quemlibet imparem, idque unico tantum modo, sive datis illis, etiam a, 
b, B determinati erunt; unde statuere licet 
a+b=2L, b+Bb(ct)) = e., 
Quibus in secundo termino substitutis, habemus 
10. N = N[(fa+b)e] +2 N[2Cda+4A4e]—2N[ea+bP], 
ubi d<4A. 
Ouod attinet tertium terminum, habemus 
2N[feu-+bß] = Niec+:P/]+N[eß’+ bu). 
In expressione ad dextram rursus statuere licet d>«, siquidem simul va- 
lor duplicantur; casus «=D locum habere non potest, cum expressiones 
uncis inclusae .eo casu fierent per 4 divisibiles, numerus autem 2», cui 
aequantur, sit impariter par. Hinc si statuimus in expressione ad dextram: 
b=a-!1!lt, 
aequationem antecedentem hoc modo exhibere possumus, 
11. Niea+2P] = Nle(a-+P)+2PC])+N[e(a+P)+2oC] 
sive posito 
12. o+Pf’= 44, 
sequente modo: 
13. Nfeu+5P/]) = N[?uC+44a] + N] 2P’C+44a], 
ubi e (12.) fieri debent « et P’ uterque <44. Terminos duos ad dex- 
tram eadem ratione, atque supra, in unum contrahere possumus 
14. Nfeß-+2P] = Ni?Cd+4A4a], 
ubi d<44A. Qua aequatione substituta in (10.), termini secundus et 


tertius se invitem destruunt; unde simpliciter obtinetur: 
22 * 
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15. N= Ni@+b)e] = N[2> = («a-+b)e]. 

In hac formula fieri potest e factor quilibet ipsius p, neque alios 

valores induere potest; unde posito = cf, aequationis 
16. 2 = (e-+Ö)c 
solutiones omnes obtinentur, si pro quolibet ipsius p factore e omnibus 
modis, quibus fieri potest, resolvitur aequatio 
2f=a-tb, 

Cuius dantur solutiones numero f, Unde pro quolibet valore ipsius ce dan- 


tur aequationis (16.) solutiones numero £, unde numerus totus solutio- 


num aequationis (16.) aequivalet summae factorum ipsius >. Hinc etiam 
e (15.) fit numerus quaesitus 
N= N4Ap = ww+ax-F-yy+ =: 
aequalis summae factorum ipsius p. (uod erat demonstrandum. 
Specimen tartum novae ac planae singularis methodi editurus, non 
agam hic de larga copia theorematum similium propositi, quae ex evolu- 
tionibus in Fundamentis traditis profluunt. 


Scr. 14. Febr. 18534. 


m EERERLILZEER ER 








13. C. Guetzlaff, aequatio modul, pro transform. funct. ellipt. sept. ord. 173 


13. 
Aequatio modularıs pro transformatione functionum 
ellipuicarum septimi ordinis. 


(Auctore Dr. ©. Guetzlaff, Prof. sup. in Gymoasio Mariaeinsulano, ) 





& 
Satis notum est integrale huius formae 
y oy 
o Vl—y*).v —4°y?) 





in aliud similis formae 
x 0x 
Jo V—x”).V (1—x”’x”) 
transformari posse ope substitutionis huiusmodi, 
U (a ta.’ ta’. +... ta).a’m) _ @.F(x*) 
"ee 140.0 +6.’ +.... Im .am 77 (a?) ? 

quae transformatio (2772 +1)" ordinis dieitur. In „Fundamentis novis 
theoriae functionum ellipticarum” Cl. Jacobi transformationem et tertii 
et quinti ordinis proposuit; hic transformationem septimi ordinis offerimus. 








In libro laudato evietum est, aequationes: 
Y+ UT =(1+ x)4.4 
YUV = (1+x2)0.C, 
ubı J=1+u.x2x+Pß.x’+..+v.x” et C=li+tu,c HP ry a... 


...t v'x”, alteram ex altera sponte sequi, siquidem U et Y/ ita determi- 


. 1 PR r j 
uentur, ut loco x posito „—, abeat y= za; ,=-ıv unde dedueitur: 


y2m+1 


1. re) = VG) 0) 


TONER a.F(x*”) a x.(a-t a'.x? ta”. x’ 4-0. &°) 
H °_ 3 


pl) — —A+s.a 0.00. 8° 
erit per aequationem (4.): 








Ponamus: 














a.(ara.a"+a”.xt ta” I) = Vz) PR (1+ hf > IA + pH ); 
\ ” J ) . . 2°.” 2’ .o* 2" .x° ’ 


. ® [2 4 4 . . . .. “ - 
unde nanciscimur, posito Yx=u, yA=v et acquiparatis coöflicientibus 
aequalium potestatum ipsius x: 
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a = Va) "= ai" 








u. v 
1 1 
RE 2 ER / 
2 Seh Ve) er Tor 
g' = V() = e b‘ 
a Pr 





FE n ee u'* 
al ek : = —, 
vVıU 


Ut vero 7 I ’ quadratum complectum reddatur, sive ut aequatio: 


1+0.2 + bc ta.’ +0". +0. + bt a 
— (+2) IH u2 +. + ya’) 


locum habere possit, habemus aequationes conditionales has: 





oe —= 1-+r2u 
e = "+2u.ß+2P+2Y ’ = "+-2ua +2P 

a" = PP+2u.yr2Pp.y 6’ = PP+2u.P+2a.y+2Y 
ae’ = y L' 2B.y+Y; 


aui valores in aequationibus (B.) positi, praebent: 


3. IH = am AR YHY), 


et de 
1 h 
4. 0 +20.B4204+2y= a. @+20-.B+20.7429), 


u. 


5. R+2a.y+2ß.y= 5=-(@+20+2P), 


1 
u 
6. Yz=—. 


v”’ 











Ex acquatione quarta et prima deducuntur: 


7 
er 
x Andi 


U 
B= vw. +3 —. (wu); 
quibus valoribus pro Y et ß substitutis, secunda et tertia aequatio (4. et 3.) 
ita transformantur: 
a.u. 10%. v°.(v —u*).(2—uv) — (v! +ur).1— u? v?)} 
a v’.(1+uv). d—uv‘) 
f 


u. 2 #1.) — 40 (v — u) + u. — ur)?} 
4v’ (1+uv)(l—uv?) 


a (v+u') — 2. (d—u.v-tu'. v’)} 
0 Al 








 — 


kam v.(wW—u)’—4u'.(l—u.v).(v ut), 








1—v W; 4v.(1—v) ? 
unde subtracta altera aequatione ab altera, nanciscimur: 
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Wr — u)’ —Auv’(l4+ur.vr) lv —ur)’—4ut.vt.(l+u.v?)?.(v*—u*) 
—84°.v.1—u?.v?)’.(1+u?.v”)+16ur.vt.(vt—u*) ’ 
ale nie ai > et er eteee 
— v’ (u"+v°) 
Si vero in iisdem aequationibus (4. et 5.) valorem ipsius & ponimus, qui 
ex aequatione (3.) trahitur, simili calculo eruimus: 
N fv’.(wW—vt)’—2u. (+ v?) (u —v')’—4v°.(1+u?.v’)’. (u —v*)l 
. — 8u.v°.(1— u. 0”). 142.0?) 16ur.v (u — vr) I 
Tan nn OWN j 
— v’.(u’-+v‘) 
Per hos valores pro « et ß aequatio (5.) transit in sequentem: 
(1-v*).}v?*-8u’.v?°+20u°.v°?-8(7-8u°).u°.v?'+2(41-104u°).u%v?°-8(7-44u° 416°) u?.v'“ 
+4(5-684° + 112u'°).u?.v'°-8(14+20u°+64u'°).u.0'"7+(463-224u°).u°.v" 1610-774) sw 
-8(344+121u°).u°.v'"*+16(22-61u° +40" ).0°.0 452-5594 +52). ur. v'? 
+16(4-614° +22u'°).u? .v""-8(1214340°).0°.010+16(77-10u°).u°.v’-(224-463u*) ae .v' 
-5(64+20u° +1" *).u’.v’+4(112-684°+10u'*).u°.v°-8(16-44u°+7u°).u°.v° 
-2(104-41u°).u"?.0°48(8-7u°).u".0°+20u 0’-8u ou) = 0. 
Hanc aequationem post varia tentamina contigit in factores resolvere 
sequentes: 
(1-vY)(v*-#u°.v°+ 6u*t. vr-4u?.v’+ u)? (v*-8u’.v’ +28 ur.v*- 56°. v’ 
+ 70u*.vY-564°.v’ +8 u’. v?-8u.vtu)—=0(, 
quod productum aequationem modularem septimi ordinis contineat necesse est. 
Verum primus factor, relationis causa, quae inter «quantitates u et 
v poscitur, aequatio modularis esse nequit, in factore secundo inest ae= 
quatio modularis pro transformatione tertii ordinis, quod ex forma elucet, 
quam Cl. Jacobi in Fund. nov. $. 30. pag. 68. huic aequationi dedit. 
Ergo tertium factorem: 
7. v"— 8u'.v’+28u°. v’— 56u°.v’+70u*.v— 561°. v’+28u?.v’—S8: vt u —=O 


esse aequationem modularem pro transformatione septimi ordinis conclu- 





N au.) 





dere possumus, quae est gradus octavi, sicuti e theoria generali aequa- 
tionum modularium fieri debet, nec non immutata manet, tum, ubi v loco 


® . 1 1 - . 
u, loco v autem u ponitur tum ubi — et — pro u et » scribimus. 


Aequationem propositam elegantiorem formam induere posse nemi- 
nem fugit. Licet enim sequenti modo eam secribere: 
8 (d-u).(i—v) = (l—u.v) 
sive, posito: 


N 
1 — u°® u' un 
AA’ 


I 


1—v = v‘ 
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Pr uv+uV = YA) =, 
qua ex forma correlatio elucet, quae inter modulos et complementa in- 
tercedit. 

Faciliori negotio eadem aequatio per formulas analyticas probatur. 
In formulis enim (6.) et (8.) $i 23. Fund. nov. posito rn = 7 obtinemus: 


<#, 2w 4w 61 nn 


x . [sin coam —- ‚sin coam zu sin cocam —- 


K'' 


IA 2w 4w 6wi* 
am —.Aam——. Aam — 
m / 7 Pi $ 


re — 





eum vero sit: 








, cos am u 
sın ccoamzu = —— 
Aamu 
eruitur: 
2w 4w 6 w 
. %.%.00sam —— .C0SAmM — . cosam —— + X". x 
> l Ne Pr / ” 
verA)TrVe A‘ 5 | ; 
: N dw , Gw 
/x am — .„ZAam ——., Zham ar 
d 4 # 


lam, posite 

am.) =, amlb)=P, am(le+b) = 
habetur formula nota: 

c05 4.008 ß— sin «.sin. Ay = cosY. 

Unde, posito X—a, K—b loco a, b, deducitur sequens: 

cos u.cosß.Ay—x'.r‘.sina.sinß = Aqa.Aß.cosy. 
Hanc aequationem ducamus in AYy, antecedentem in z‘.x’; subtractione 
facta, cum sit Ayalır! = 2. co8°y, 
nanciseimur formulam memorabilem: 

x.c084 cosß.csy=Au.Aß.Ay—x.x‘. 

Ouam dedit Cl, Legendre (Fnnet. Ell. Tom. III. pag. 196.), de formu- 
lis generalioribus deduetam. Hinc si ponimus: 


Iw dw 6 
«= am(e) = am(“ r), B=am( = an( ), y=am(c+)=am(); 


/ 


prodit : 





Bez‘ 2 n, | 7% 050 cos ß cos oz 
14 Kr) ty la‘) = — A Be 217K == 1. 


DeAspo} 
O0. E.D. 

Restat nunc, uf, ope aequationis modularis coeflicientes «, P in for- 
mam concinniorem redigamus, et multiplicatorrem M determinemus. Est 
vero (Fund. nov. $.32,), pro casu 2=7: 

A.(l—A.1).0% , v.d-v').ou 


HMH.M = 3— ——— = #, 








2.(1—2.2).04 "ut u').ev” 
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al a u A j ’ 
Valorem coeffhcientis differentialis 7, juvenimus ex aeqnatione (8.): 


ou . 2.(1—uv)’ —v’.(1—u*) 
ov au. v)—v.(l—u.v)' 
quae fractio, multiplicatis et numeratore et denominatore per (I—u.v), 
deinde posito valore ipsius (I—u.v)’ ex aequatione (8.), transit in: 
ou 1—u' u—v’ 


S 2 — 


n  Yaane 
OvV ij—v’ u’ —v’ 





, 





unde deducitur: 
9. MM = 3.) 


u(u’ —v)” 
Ponas in hac expressione pro numero 7, quod licet *), 


ou 1— u’.v’— (l—u.v)’ 


—u.v.(l—u,v). l—u.vtu?.v?)”? 
aut multiplicato et numeratore et denominatore per (l—u.v), 
+ (v—v’) (u’—v) 





Bi u.v.1— u v)”. (l—u.v-+-u?.v*)” ni 





aceipis: 


MM — v’.(I— u.v).(l—uv-tur.v?) 














(v— u)’ 2 
APVO ® 
un 10 M= v.l—u.,v).(l— u. vu. v”) 
i v—u’ i 
Quod ad Y, jam ex aequatione (6.) notum est: 
1. y=\. 
l. y . 
Ut « determinemus, esse scimus (Fund. nov. $. 14.) 
1 
M = as 
sive, cum st a=1-+ ?2«: 
M— 1 
—— 1-+20e? 
u 12 FRE 1_4 RE: u (vw — ur)+-2u.v.(l—u.v) 
2 7 2, du. v)(l—u.vFu?.v?) 


Cujus valoris ope ex aequatione (3.) deducitur 


a u v—u+2u.v.(1—u.v) 
—Rv lu v)(l—u.vt u”. v)' 


Aequationibus (9.), (10), (11.), (12.), (13.) omnia sunt data, quae in trans- 
formatione septimi ordinis desiderari possint. 











*) Est enim identice: (1—u.v)’ = 1— 1". v’—7u,v(l—u.v) A—u.v-tu'.v‘), 
quam aequationem nuper Cl. Lejeune Dirichlet in theoremale Ferinatiano trac- 


tando prospere adhibuit. (v. hoc Diar. Tom. IX. pag. 390.) 
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14. 


Aequationes modulares pro transformatione functionum 
ellipiicarum et undecimi et decimi tertii et decimi 
septimi ordinis. 

( Auctore Dr. L. A. Sohncke Regiom. ) 





Uommentatione commotus antecedente, quam Dr. Guetzlaff, quo amico 
intimo utor, mecum communicabat, in aequationum modularium naturam 
accuratius inquisivi; quo factum est, ut aequationes modulares pro trans- 
formationibus ordinum 11, 13, 17 invenirem, quas hic addere juvat. 
Deducendi vero ratio, a praecedente omnino aliena, analystis mox offeram. 


Hae aequationes sunt: 
pro transformatione undecimi ordinis: 


Ww—u)".(vtu) 2 u. vu) V?) (vH) vr. u? v?).l—u?).(1rV?)} 
— 32u.v (1+u) (L—v'’) +44 0°. v’ (vt —ur) A—u*)(l—v’) = 0 


pro decimo tertio ordine: 


(v— u)” (v+u)—4uv (i+ u) 1—v*). (3 w + u) +40 u? v* wur)’ +48urv* 
+16 (1—u’.vY) (1—u*)(1 —v*)} — (0 


pro decimo septimo ordine: 
vw—u)"—16uv d—u) I—v*). 17uvw—u)— (v—u’’+ 16 (1-Fu*.v*)?} == (. 


Ser. mens. Jan. 1834. ad Univ. Regimontianam, 
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15. 


Beantwortung der im 11ten Bande dieses Journals 
S. 200. vorgelegten Frage. No, 4. 


(Von Herrn Dr. F. Minding zu Berlin.) 





„W elche Form erhält ein vollkommen biegsamer und gleichmälsig schwe- 
„rer Faden, welchen die Oberfläche einer absolut glatten Kugel trägt, 
„durch die Schwere, wenn die beiden Endpuncte des Fadens auf der 
„Kugel befestigt sind?” 





Nach bekannten Grundsätzen der analytischen Mechanik erhält 
man zur Bestimmung der Lage eines biegsamen Fadens, auf einer gege- 
benen Fläche, deren Differentialgleichung in rechtwinkligen Coordinaten 


durch udce-vdy+-wdz = 
vorgestellt wird, die drei Gleichungen 
dx 
a(e9”)+ guds+-Xds = (, 


alt) +gvds+ Yas = 0, 
ale) +gwds+Zas = 0, 


wenn X, Y, Z die Kräfte bedeuten, welche auf einen Punct des Fadens 
wirken, und /, 9 zwei unbestimmte Coefhicienten sind, von denen der 
erste die Spannung des Fadens, der zweite den Druck, den die Fläche 
erleidet, anzeigt. 

In dem vorgelegten Falle ist die Gleichung der Fläche 

x” + y+._ 1, 
und, wenn x und y horizontal, z vertical genommen werden, 
2=0, I=0, Z=p 

Man erhält daher 


ale) +rrds=0. ale )+ryas=0. alt?) 492dstgds=0. 


dx dy dz 
d 


—, —, —, ımd 
s’ ds’ ds’ 


Multiplicirt man diese Gleichungen respective mit 
addirt sie, so kommt, weil ds’ = dx’ -+dy’-+dz? ist, 
dt+gdz=0 oder t+gz = const. 
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Eliminirt man 9 aus den beiden ersten Gleichungen, so erhält man 


‚at? = dy 
yalız) er wd( 2): 
oder, wenn man t=—g(h-+-z) setzt, 


yalh+z.°2) = xd(h+2.2). 


Dieselbe Gleichung kann man auch erhalten, wenn man die Curve sucht, 
welche, auf einer Kugel befindlich, bei gegebener Länge den am tiefsteu 
liegenden Schwerpunct hat, für welche daher das Integral /(h-+z)ds 
(worinnen / eine Constante ist), in der ganzen Ausdehnung der Curve g0= 
nommen, ein Maximum wird. Man erhält, wenn man x und y als ab- 
hängig von z betrachtet, durch Variation dieser Functionen die Gleichung: 


“ dx m dy ER 
d(r+2.2)0-+d(+2.2)0y = 0. 
Schaflt man aus dieser, vermittelst der Gleichung 
zöcHyöy ee :O, 


die Variationen hinweg, so folgt: 


yal+2.2) = alte): 





wie vorhin. 
Die weitere Entwickelung ergiebt: 


Y d (=) — ud (2) (h--z) „Ye ds ==0, 


ds ds ls 





woraus als erstes Integral 
(ydz—ady)(h+z)Fkds = 0 
hervorgeht, wenn # die Constante bezeichnet. 
Zur weiteren Integration setze man 2 =[rc0s®, y=rsin®; als- 








dann wird ydx—xzdy=—r’dY; mithin geht die vorliegende Gleichung 
über ın: (h+#z)rd® = kds. 
Ferner ist ‚rg i . afngere dz?’ 
ds= rd” Lit Hd’=erdf + 22 
daher f dz? 
au a BETTER 2 er 
k+eYrdp®—=kirdo +, 
r; > \n N b) k? dz” 
ri" (ha—kNdd = 0; 


aa 1— ?.V [A 2)R+ 2) —r} 
als Differentialgleichung der Curve eines auf einer Kugel ruhenden, gleich- 
mälsig schweren, biegsamen Fadens, 
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16. 


De integralibus Abelianis primi ordinis commentatio 
prima. 
(Auct. F. Richelot, prof. math. Regiom. ) 





Introductio. 


Ularissimus Eulerus comparationem quantitatum transcendentium conten=- 


tarum in forma: 
Pdz 


'vV(4+2Bz+02’+2Dz’+D:*) 
per eandem ipsius methodum peculiarem, qua ad comparationem huius- 
modi transcendentium: 





P- Poz 
V(4+2B:+C?) 
usus est, investigatam in sexto sectionis secundae institutionum calculi 
integralis capite exposuit. Dum vero haec integralia ad functiones cir- 
culares ac logarithmos reducuntur, aeque ac per ıllorum comparationem 
algebraicam illustris functionum ellipticarum theoriae theorema fundamen- 
tale exhibitum est, immortalis auctor, illas ipsius methodos ad alias trans- 
cendentes functiones, quae ab integralibus magis complexis dependeant, 
extendi non posse, pronuntiat. Ipse enim in problematis octagesimi scho- 
lion dieit: 
‚„Formulae integrales magis complicatae, ubi post signum radicale 
„altiores potestates ipsius s occurrunt, vel ipsum signum radicale 
„altiorem dignatatem involvit, hoc modo non videntur inter se com- 
„parari posse.” 
Idem in problematis octagesimi secundi schol, I. dicit: 
„neque haec methodus ad alias formas magis complexas extendi posse 
s, videtur 5” 
et paulo postea: 


„Facile autem patet, huiusmodi formam 
dx 








Tre Cz’+2Dz:’+Ez*+2Fz'-+-G:‘) 
„hac methodo tractari certe non posse; si enim coefhcientes ita essent 
„ecomparati, ut radieis extractio succederet, talis formula: 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XU. Hf. 3. 24 
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oz 
Jatbz+tc:’+0:z’ 
„prodiret, cuius integratio, cum tam logarithmos quam arcus circula- 
„res involvat, fieri omnino nequit, ut plures huiusmodi functiones al- 
„gebraice inter se comparentur.” 

Etiam Cl. Lagrange, quomodo theorema Eulerianum amplificaret, 
diu frustra tentavisse fertur. Per theorema igitur illustrissimum Abe- 
lianum primo summi Kuleri investigationes de comparatione algebraica 
integralium, per aliam novam singularemque methodum sagacissimeque 
extensas esse intelligimus. OQuod theorema vastum, integralia omnium 





functionum, inter quas et variabilem aequatio algebraica datur, amplectens, 
ad veram omnium integralium naturam investigandam prima fundamenta 
ieeisse videtur. Ibi etiam, ut casus specialis, et theorema fundamentale 
lunetionum ellipticarum, et eius amplificationes, quas praeclari viri quae- 
siverunt, continentur. Casum specialem illum ad integralia formae: 

1. 1} Poz 
JV(A-+2Bz-+-6z2’+Dz’ ei. + MzP) 


spectantem in trigesima voluminis tertii commentiatione proposuit, generale 





theorema in decima quarta voluminis quarti commentatione demonstravit 
autor celeberrimus. 

Cl. Legendre defunetus, in tertii tomi ipsius ,„Trait@ des fonc- 
tions” elliptiques tertio supplemento, primus disquisitiones de integralibus 
formae, luculentas in publicum edidit, atque totam hanc theoriam, ut ca- 
rum a clarissimo Abel acceptum heredium posteris geometris gravissime 
commendavit. Ipse loco citato theorema Abelianum denuo expositum 


ad nonnulla integralia specialis formae, ut: 
0x 
F’Vliira’) 
adbibet, atque strenuissimo calculo persequitur. Nuper vero denique 





Cl. Jacobi, totam theoriam ad haec integralia spectantem maxime pro- 
movit. Ile enim in trigesima secunda voluminis IX. commentatione theo- 
rema Abelianum apud integralia formae (1.) ad vulgares leges fundamen- 
tales infegrationis aequationum differentialium accommodavit, cum aequa- 
tiones diflerentiales in medio posuerit, quarum totidem integralia completa 
algebraica, aeque ac relationes transcendentium, per theorema ipsum ex- 
hibeantur. Tum vero in analogiam functionum trigonometricarum ar- 


cus et amplitudinis, functiones, quarum inversa integralia Abeliana sunt, 
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in analysia introduxit. Quae funetiones cum plures variabiles involvant, 
problema, quomodo ipsae argumentorum binominum algebraice per func- 
tiones, quae ad singula nomina pertinent, exhibeantur, per theorema Abe- 
lianum solutum esse demonstravit. Inde etiam sententia paradoxa Cl. 
Euleri de integralibus: 





Oz 
NP CE RE OFREDF RER TER 67) 
supra citata, facile expeditur. — In theoremate enim illo casu, quo func- 


tio sub signo radicali sextum ordinem haud superat, duabus relationibus 
transcendentalibus inter integralia ipsa, duae semper aequationes algebrai- 
cae inter argumenta integralium satisfaciunt. Illae inde prodeunt, «quod 
numerator integralis primi ordinis qualescunque assumit coöfficientes, hae 
tales semper sunt, ut duo argumentorum radices aequationis quadrati- 
cae fiant, cuius cocfhicientes cetera argumenta algebraice involvant. Quo- 
ties igitur transcendentes illae uti apud Eulerum locum habet, simul e 
parte logarithmica et parte trigonometrica conflantur, aceidit, ut per duas 
illas aequationes algebraicas et pars logarithmica et pars trigonometrica 
in utraque aequatione transcendentali seorsim evanescant, ita ut una r= 
latio inter logarithmos, altera inter arcus detur. E sagacissima vero 
observatione Euleriana ipsa baec memorabilis altiorum transcendentium 
praescriptarum natura divinari potuisset, cum coniectum esset, si qua da- 
retur inter has comparatio, duabus, non una eam aequatione confici. — 

Ceteris integralibus algebraicis magis complexae formae maximam 
ad partem missum factis, huiusmodi integralibus: 

) F (Fx)Ox 

: V(4+4.x 44,2” +4,27 +4,2°+4,x°-+4,x°) 

ubi per Fx rationalis quaelibet argumenti x functio denotatur, reducendis, 
comparandis, transformandis, peculiari eorum naturae perscrutendae, abhinc 
annis «uatuor et quod excurrit, nos totos fere dieavimus. Hoc integrale 
aeque ac hoc: 





LER Fxo0x 
Vv(A+4,x +4,20” +4,07 +4, 2’+4A, x) 
ad quod illud plerumque reducere licet, ad primum integralium Abeliano- 
rum ordinem pertinet, quippe quod transcendentes ad functiones ellipti- 
cas proximas procreat. Ipsi Cl. Abel singularem operam, altioresque 
dedicasse investigationes, ex ipsius epistola in vigesima octava voluminis 
quinti commentatione communicata, concludere licet. 





24* 
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Iam igitur primum nobis proposuimus haec integralia, quae hane 


formam induunt: 
Fx 0x 


Frage (4,$+B,x-+C, x°’)(4,+B,0°+C, x*)]’ 
dum argumentum x inter quoslibet limites reales continetur, ad simplicio- 
rem redigere formam. Posuimus igitur tres factores trinomios 
A+Bxs+Cx, A,+B,x+C,2°, A,+B,x+ 0,2, 
in lineares factores reales dissolvi posse, atque per substitutionem: 
__ ab: 
— 60+0:° 





integrale (3.) in formam: 
. /7 I 
vi’) 1’) 1—4 2’) lu: 


ubi %(z?) rationalem ipsius 2° Aue atque x’, A, ih quos modulos 
vocamus, quantitates, quae O0 et <I sunt, denotant, duodecim trans- 
formationibus reduximus. Adnotare iuvat, Cl. Eulerum in octagesimi 
secundi problematis schol. 1. eandem substitutionem, ad integrale ellipti- 
cum in formam: 





ey 
vA+By+Cy) 
commutandum, commendarisse. Duodecim vero transformationes ita com- 
paratas esse demonstravimus, quarum per duas integralia (3.), dum ar- 
gumentum x quolibet valore reali gaudeat, ad integralia (3.) reveniant, ita 
ut novum argumentum #° inter O et 1 contineatur; integrale igitur (3.). in- 
ter quoslibet limites reales sumtum, ur asgregatum integralium huiusmodi: 








w(2?)0z 
J; vIda-29) (1-2) 1-42) 1 u’ 2?)] 

ubi = unitatem haud superat, exprimitur. ei De Do in- 
tegralis (3.), ad generaliora integralia Abeliana sine ulla difhicultate trans- 
latam, una cum aliis disquisitionibus ac theorematibus quae adiiciendi occa- 
sionem habebimus, in hac prima commentatione invenis. Sub finem, 
quomodo integralia (4.), in tria genera principalia dividantur, ad quae func- 
tionibus algebraieis adieciis omnia cetera reveniant, exposuimus. Theo- 
rema Abelianum adhuc pro his integralibus demonstravimus, ut quali na- 
tura diversa genera discernantur, ostendatur. 

Per inventam enim aequationem quadraticam, cuius radices duae 
argumenta duorum integralium, et cuius coefficientes ut ceterorum dato- 
rum argumentorum functiones algebraicae dantur, quippe quae aequatio 
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duarum aequationum algebraicarum inter omnia argumenta locum tenet, 
omnium trium generum integralia in binis aequationibus comparantur; in- 
tegralia primi generis formae: 








[7 (4+-Bz:?)dz 
JVTd-F)A—- #2 2)A1—R 2°) (i— u°2®)] 
sine ulla functione adiecta; integralia secundi generis formae: 





f} (C:*+-Dz°)dz 
vd?) da 2°) 4° 2°) RR] 
functione algebraica inter argumenta data, integralia denique tertii generis 





o Oz 
N in Z)V Id 2?)(1— 2? 2?) 12? 2?)(1— u? 2°] 
functione logarithmica inter argumenta data adiecta. Quae distributio in 
analogiam trium generum integralium ellipticorum redit. 

Si eadem substitutio ad eos casus applicatur, ubi unus vel duo fac- 
tores trinomii in lineares factores reales dissolvi nequeant, huiusmodi 
certe integralia adipisci possumus. 

w(z?)dz 
Sr 1— 2°) (1— #2?) (M+-N:?’+Pz°)]? 
R v(z?)dz 2 
VIM+N:’+-P:*)(M, -FN,:’+P,z*)] 
quorum illud per octo transformationes reales hoc per quatuor exhibetur; 
quibus abhibitis, dum argumentum x quolibet valore reali gaudet argumen- 
tum 2° inter limites O et 1, binis pro eodem valore ipsius x, reducere Ii- 
cet. Si vero omnes tres illi factores trinomii imaginariis factoribus gau- 
dent, transformatio ne ad formam antecedentem quidem per realem sub- 
stitutionem fieri nequit. Ad aliud igitur his casibus confugiendum erat. 
Transformationis genus, ut integralia generalia formae (3.), dum argumen- 
tum x reali quolibet valore gaudet, ad formam ($.) reducamus. Hoc 
per substitutionem irrationalem, theoremate Abeliano adiuti, absolvimus, 
Qua adhibita, integralia formae (3.) inter quoslibet limites reales sumta, 
qualescunque factores trinomii sunt, per aggregatum integralium formae (4.) 
quorum argumenta inter O et 1 iacent exprimuntur. Quam integralis di- 
visionem primum apud integralia a Cl. Legendre tractata, antea allata, 
auimadvertimus, atque persecuti sumus. 

Nuper denique inquirentibus nobis in praescriptae transformationis 

naturam memorabilem, novae atque quas diu frustra quacsivimus obvene- 

















ei 
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4 
Be; 
Be: 
hi; 
3 
4 
z, 


m 


runt substitutiones irrationales, ab aequatione quadratica pendentes, per 
quas integralia: 

[ (MN :2?)dz 

Jo V [1— 2?) (1— x’ 2?) (1— 4°? 2?) (1— u :?)] 
ad eandem ipsorum formam: 





f (M,+N,y’)dy 
Jo V [A1—y?) 1— ey?) 1— 7? y?) (1— m?y?)} 


reduximus, ubi novi moduli deinceps maiores aut minores, quam veteres 
fiunt. Haec transformatio rursus per divisionem integralis proposito per- 





agitur. Inde sex substitutiones reales secundi ordinis, quae transforma- 
tionibus realibus secundi ordinis apud integralia elliptica notissimis pe- 
nitus respondent, emanant. Quarum qualibet repetita, modulis rapidissime 
ad nihilum aut ad unitatem decurrentibus, ad integralia nostra calcıJanda 
prima atque levissima via munita est, quam apud integralia definitum: 
(M+N:?)öz % 
I vd?) 1-22?) 4-2 22)(1—a®2?)]? 
sine ulla integralis divisione persequi licet. Inde duplicationem integra- 
lis propositi pendere, iam alıbi adnotatum est; quam transformationibus 
apte coniunctis, theoremate Abeliano adiutus inde derivare poteris. 
Quae omnia, priusquam amplius accuratiusque pertractata geometris 
in altera commentatione proponamus, in hoc prooemio breviter adumbrasse 





sulhiciat. 





E 
De integralium Abelianorum transformatione rationali 
ın genere. 


Priusquam ad transformationem rationalem linearem integralium: 


x Fx.dx 

JV(4+4A,x + 4,2” eic. +.4,x°) 
ipsam aggrediamur, quippe quae ad generaliora integralia Abeliana facillime 
extenditur, per superioris ordinis substitutiones rationales transformationem 
similem fieri non posse, demonstremus. | 


Ouem ad finem consideremus integrale generale: 


| Ar en 
/ V(p. x)?’ 





ubi brevitatis causa posuimus: 
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A, +Af, x + ete. +4,;,x" 
B,t+PB,x=-+ etc + B,x 
C, +C,x-+ etc. + 0,x” 
Fxodx 
ve) 
Pg& 
per Y(9,x) multiplicatis, reducuntur. 

Loco argumenti x rationali functione ipsius y substituta, transfor- 
mationem inde prodeuntem rationalem nominemus. Jam vero in jis, 
quae sequuntur, de talibus transformationibus solis sermo erit, per quas 
functio sub signo radicali, prout numerus p par vel impar fuerit, ordinem 
ptum vel (>-H1)tum haud superat. Jam vero hoc theorema proponimus: 

Si numerus > numerum quatuor superat, atque aut = haut =Ih—1 
ponitur, nec quantitates constantes C,, C, etc. peculiaribus conditionibus 





Fx 


Ppx 


,„ nominatore denominatoreque 


atque ad quod integralia formae: f 


f} . " “ [ ! f 
subiiciantur, haec una substitutio rationalis formae: x = , datur, per 
Fx0x 


quam integrale: /= Vo,’ in integrale formae: 


j1 F,y.63 
JV(D-+D, y+ etc. + Day") 





trausformatur. 


Demonstratio. 
T . . ,. o 
Ponamus x = 4 ‚„ ubi per ZU, et /, functiones ipsius y integras 
ordinum vel op et = vel = et e, ita ut e > 7 assumatur, denotamus,. 


Oua functione in integrali f: vn substituta, habemus: 
P 


[AP +A PU tet +A UT PoaU— vor) 

[B,V"+ B,V'—1U-tete. +B,U'] V[C,Y’+C,VP”Uete. +6, U”] 

Iam vero brevitatis causa functionibus fy et ,., y introductis, ita, 
ut ponatur: 





AFP +APUree +AU m _ f 
B,P"+ BY U-ete + B,U’" eh fi, 





atque: 


OP+CFUrtete +0,09 = Y,) 
nec non indice eg.» ordinem in quem functio % ascendat necesse est, 
denotante, ex formula ultima potestatibus ipsius (1.) fraetis omnibus in 
denominatorem traductis, utroque casu p=?h et p=?Ih—1 segregato, 
hac formulae evolvuntur: 
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1. Fx0x — [2 vH=(YOAU—UVOPY) 





Vv(g*z) V (2er Y) ; 

2 Fx0x = fr vVI=YyoauU—Uor) 

V (Por—r%) VP.Wwar-ı)gy) 4 
inde fluit, ordinem functionis irrationalis ipsius (4.) in formula (1.) 
semper 22h fore, in formula vero (2.), prout functionis 7 ordo vel e vel 


7 fuerit, ipsam vel ?he vel (?A—1)e--r. Qui numerus, ut usque 


ad numerum p certe diminuatur, aut — aut Duni factores functio- 
nis Wa, y vel F.YVeor-1, Y» totidem ibi singulos sibimet ipsis aequales in- 
veniant, necesse est, adeo ut aut p aut p—1 factores sub signo radicali 


Zi PR, 1 . ..®. “ 
remaneant. Unde aut + auf — z aequationes conditionum inter 

















coöfficientes functionum Z et /, quorum numerus =g-+m--1 est, emer- 
gere videntur. Accedit vero, ut inde tres co@fficientes indeterminati: si 
e=r est, Juo, si e=r--1, unus, si behrinike est, excipiantur; id quod 


eo elarum fit, quod substitutione y= a 7. in formulis (1.) et (2.) in- 


troducta, Si e=, nec numerus 7, nec numerus g-+”=-+1 commutetur, 
et factores bini inter se aequales eliam inter se aequales maneant, sin 
e=r-+1, ve =r=+2, idem efficiatur substitutionibus : y=ßy', et 
y=fßy’‘. Ponamus igitur primum ge =. 

Functiones %,,y et A. Wenn Y,, utraque ordinis 2Ae reddita, 
(.—1)A conditiones, ne ordo 2% superetur, suppeditant; unde derivatur, 
g@—1)h coöfficientes functionum U et Y ita constitui posse, ut illis ae- 
quationibus satisfiat. — Harum coefficientium numerus est (22 +1)—3 
— 22— 2, quibus ad summum uti licet; ita ut hanc aequationem adipis- 
camur, ne indeterminatorum numerus datorum numerum superet, esto: 


G—1)hZ2—2, 
(e—1)(k—2) Br Ö; 


adeo ut, si AL>2 est, e >1 esse nequeat. 

Ponamus deinde e >. 

Sive ponitur: p=?%R, simulque functio 7 alterius utrius ordinis: 
: vel z7, sive assumitur: p=2%—1 atque functio 7 ordinis e, semper, 
ut ordo r usque ad 24 diminuatur, cum numerus co@fhicientium =e+7—1 
sit, hanc conditionem habemus: 


hke—1) Ze+r—1, 


Ssiv @: 








16. HRicheloti, de integralibus Abelianis primi ordinis coomm. prima. 189 


sive: ic 
—1k-1)<r; 
unde sequitur, si A>2 sit, e>1 esse non posse. 
Contra si p=?2h—1 atque 7 ordinis z7 assumitur, e et 7 utro- 
que paribus vel imparibus positis, conditionum numerus, ne ordo functio- 


© . = — GT 
nis sub signo radicali nhumerum 2% superet, fit — Eh Jets ni 





‚ unde 


haec conditio derivatur, esto: 


ERTZRERTEN Ze+r—1, 


2A—3)\e—1)<a+1; 
ita ut pro A>2, si ge > simul pares vel impares sint, e>1 esse non 
possit. Altero vero casu, ip=?2h—1, et Y rti ordinis, sed eetr 
alterum parem alterum imparem assumamus, conditionum numerus ille: 


—_ (2r—N)g +7 —2h 
Fr 2 


sa, quaeramus numne ordinem functionis sub signo radicali ad (Q%—1)tum 
certe redigere possimus; tum hanc conditionem habemus, esto: 





sive: 





non integer est, hanc ob rem, hac suppositione omis- 





2r—1)e -N)+r— 
( ie Eupen, 


sive an 
RIED Zm, 
cui si >? et e>1 satisfieri nequit. 

Quibus omnibus collatis, concluditur, si p>4, atque e>1 ponan- 
tur numerum conditionum, quae, ut functio sub signo radicali haud ma- 
ioris ordinis fiat, quam (?%—1)ti vel 2 Ati, stare debent, maiorem esse, 
quam coefficientium in U et 7’, arbitrariorum numerum, ita ut una sola 





substitutis rationalis x = 2 adhiberi possit. q. e. d. 
Il. 
De transformatione rationali integralium formae: 
Fxcdx ” FYxdx 
v(9x)’ v (9%) 


Ponamus omnes factores lineares functionis 9,x reales esse, ita ut sit: 
1. X u (ae — 4) (X —0;) (x — 4; ) (ac u 044) (2 — (;) (X— Go)s 
Crell’es Journal d. M. Bd. XII. Hft.3. 25 
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ubi quantitates &,, &%, d, etc. in serie decrescente stant, ita ut differen- 
tiae 4, — Ua, ıa—G;, etc. positivis gaudeant valoribus. Jam unam nos- 
tram substitutionum, ubi conditionum numerum evanescere celarum est, 
introducentes, coefficientes arbitrarios «, db, e, f, ad formam integralis 


propositi: 
Fxdx 


en 


u (P, =“) 
ı Eu [ Li . * . a Bez b V “ 
commutandam adhibeamus. Fiat igitur substitutione x = TE rY introducta, 





Fxz=\y; tum habemus: 
(be—af).dy 


ER 0 ER Ve 
_ la—ea,)+b—fa,)y 














x üb, = 
2 e+fYy . 
(a— ea,)4+(b— fa,)y 
x — bo = . - 
: e-+fy f 
etc. 
(a— ea,)+(b—fa,)y 
x — U; — - ® 
e+-fy 


Quibus congregratis, haec formula emergit: 

2, Im re JA (e+/y).wy.(be—af)dy F 

V(9%)  SVlla—ea,)+(b—fa,)y)....((a—ea,)+(b—/a,)y) 
Quantitates vero a, db, e, f semper ita determinare licet, ut sex 
factorum linearium novorum unus constantem valorem =C,, alter for- 
mam C,y, tertius formam C,(1—y), ceterique tres formam C(1—4?y) 
induant, ubi €, C, C, constantes fiunt, atque 4?>0O et <I redditur. Iıs 
enim sex quantitatum &, quae tribus prioribus conditionibus satisfaciunt, 


deinceps per &,, &,, 4, denotatis, habemus : 
(a—ea,)t+(b—fa)y = Cı; 
3. (@a—ea,)+(b—fa,)y C,y 
a—ea,)tb—fa)y = Gi1—y); 
unde sequuntur hae aequationes: 











pr b a S_ _ u 
- mes — = U, - = — ’ 

4 e 4 e ay—&, e a,— 0, 

\ G, — d.—U C, re (@,— &,) (au — &,) G, — el. 


Formula igitur quaesita hit: 
Eu (&, — &,) —t[, (@, Pape &,)Y 
(a, —a,) — (au — %)y 





D. = 


unde dedueitur haec: 
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6. y= (ee). 


Au—aF \— a, 
Iam vero ceterarum trium quantitatum « qualibet per « denotata, inde 
prodeunt hae formulae: 


7. (—en)+b—fa)y = Cil—cy), 
eu — 0,\ fa, — a . re 
3. EZ) men 


Fingamus vero nobis quantitates @,, &,, et a, im orbem inter se sequentes, 
ita ut & et & se excipiant, quantitate infinite magna positiva seu nega- 
tiva interiacente. Inter duas igitur quaslibet ipsarum & duplum semper 
intervallum invenitur. Jam vero dico, ut conditioni ce >0 et <I satis- 
fiat, quantitatem @ in eo intervallo inter «, et «, contineatur necesse esse 
ubi «, non jaceat. Clarum enim est, formulam ipsius c” 
- (se) (e=9) 
a, — a) \au—a 4 
ut functionem ipsius « tractatam, cum quantitate & continue crescente, 


ipsam continue crescere vel decrescere, quippe cuius nominator et deno- 
minator functiones lineares ipsius & sunt. Nonnisi pro «= «, hac formula 
in infinitum abeunte, et dum habeamus: 


2. dis m REN, 





deinceps 

a=4u, n=d; MM, 
reddito, iure concluditur, dummodo quantitas « in eo ipsarum «a, et «, 
intervallo contineatur, ubi «, non inveniatur, cohaerentem modulum c? 
inter 0 et 1 iacere, sin «, et « in eodem intervallo contineantur, etiam 
cohaerentem modulum unitatem superare. Inde hae octo conditiones 
inter quantitates @,, &%,, &,, &, in orbem se excipientes derivantur, «ui- 
bus omnes quantitates a, tribus @,, @,, &, exceptis, satisfacere debent, ut 


omnes moduli >0O et <1 fiant: 


a >du, >> 0,\ G, > 4.>0,>u \ 

2. 4, > U, >04, >U | B. |* >W>u> En 
. u, > >ua >au, A 0,>u >> 
a, >u >ua,>u, 0,>0,>u > u, 


Aut enim quantitates &, d,, &,, @, in orbem scriptae ita torquentur, ut, 
singula quaeque terminum fixum +» transgressa ex maxima fiat minima; 
aut quantitates &,, &,, @,, & in orbem scriptas ita retro torquere licet, ut 
singula quaeque terminum eundem +» transgressa, ex minima fiat maxima. 


Kr 


A 
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Iam igitur «uantifates @,, ,, a, ita eligantur necesse est inter sex 
quantitates ©, ut quaeque ceterarum cuiquam conditionum praescriptarumı 
satisfaciat. Id quod, nonnisi aut &,, @,, %, aut @,, d,, «, sine intervallo 
per quantitates, &,, &, G;, u, Us, A; in orbem scriptas produrentes, adi- 
piseci possumus. Tum enim nonnisi tres quantitates «& ceteras, inter 
&, et @, non una cum 4, inveniri in priori ordine per formulas (4.), in 
altero per formulas (D5.) intelligitur. Ut de magnitudine modulorum 
cuiusque substitutionis certiores fiamus, formulae: 
vr (au—&,) (@, — €) 

(ea, — @,) (a4 — @) 
ut funetionis ipsius «& consideratae differentiale primum sumamus, quod erit: 


(&,, —— &o) (, un &,) (a, un» &,.) de 
2 2 BI 
(a,— &,) (eu —@) 


Hoc vero differentiale pro casibus classis (4.) i. e., Si &,, &,, &,; PEr Se=- 
riem Gy, On; Gy, Gy, As, WG, Prorsum percurrunt, dum quantitas o, inter 
@, et @, continetur, semper finito positivo valore gaudebit. Unde sequi- 
tur functionem c’, dum & in ipsius intervallo, ubi ©, non iacet, ab «, us- 
que ad «, migret, ipsam ab 1 usque ad O continue decrescere; si enim 


N 6? 


. . D . C .,®. . 
decrescere desineret, etiam diflerentiale 7, Positivo valore gaudere desi- 


c 











neret. Eodem modo idem differentiale pro casibus classis (B.), i. e. si 
%,y u; &%, per seriem illam protinus perducuntur, dum quantitas & inter «, 
et «, continetur, semper finito negativo valere gaudens, indicat, ibi func- 
tionem c’, dum & in ipsius intervallo, ab «, usque ad «, migret, ipsam 
ab 1 usque ad O decrescere. Ergo in utraque classi modulus eo maior 
est, quo propius cohaerens quantitas a, in intervallo suo «,—«, ad quan- 
titatem «, accedit. 

Ex iis, quae praemissa sunt, sequitur, in classi (4.) semper licere 
ponere: , = 4,1, 4, = Guy, modulosque tres, x’, A, a’ vocatos, fore 


ex formula (8.): 
( Eu — ui ) (zei ur: ut) 
2 un Bit: > 4 


2 um Ru —@uri 417 Fu? 2? 
gg. N= 
Fu ah Eu u ur? Eu — Cu+3 


RE SF ee &u+1 Fu wi Fu+4 
= ( IK 


Eur — &upı? N Au Kurs 














atque: 


2 2 2. 

DR > 
in classi vero (B.) pori posse: &, = 4,42, %, = Ou+1y &, = d,, modulos- 
que tales esse: 
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10, “= (Ze: ee ) (2 > Baszhı/ ') 9 = (mr =) ( Eu? em?) 











@n42 7 Su! up Au Ay — El Neu — un)? 
= (et) (ein) 
Aut? at Eu — Au 
€ . 
atque Dr Du, 


dummodo loco ipsius &+, semper «,, atque loco «_,, semper «;_, ponatur. 


Jam vero nos ad argumenta x et y convertamus. Habuimus ex 
formulis (5.) et (6.) 
=— =—E Eu %o v— 
I Fee Ca); atque = c? (= =") (= -); 
A eg » 0, —0, Au 
unde videmus functionem y eandem esse argumenti x, qua 1 ke 
c 


r) 








ita ut x cum & commutato, habeamus y = =. Hinc sequitur, pro classi 
(4.), cum sit: 


yn mmyee), Lo kazmı)(ae) 
Eu — &ui — Au 9 c” Eu ui %— Eu n 


dum argumentum x hos valores induat: 








Bu R) Q, b) Gut b) Gu+2 3 +3 ’ Üu+4 ’ um 19 
j]. /argumentum (1.) his valoribus gaudere: 
1 1 1 
m IO — — — - 
‚0, 1, ar 2 2 7%; 
atque, cum differentiale ipsius y: 
vun: (e, Fir &u-ı) (&u+ı er Cu+1) (&,. Er &u-}) 
(u — au)’ (a —au-1)? 
in quoque sex intervallorum ipsius x, a1 —4,, %,—Gyrı, efC,, aeque 
ac ipsum y continue cum mutetur, adeoque valore negativo gaudeat, etiam 
argumentum y in ipsius intervallis continue crescere, dum x decrescat. 


Eodem modo pro classi (5.) habemus: 
y- (&u+2 — &,) = et!) 1 ie (Zetz zer) (< — ut), 
(Au — &) Ne — &u+2 ’ j &u+1 — Eu 

unde sequitur, dum argumentum x hos valores obtineat: 











€ % — Gurt ’ 


Uur23 Aurıy Buy Buy Übung Uumzy Üur2 
12, /argumentum y hos induere valores: 
® 


1 1 1 
—{, 0, 1, 2 u x 


atque, cum ipsius g differentiale:: 
— ur —&u) (eur? — u) (Eur — &+2) 





(Zur — &u)’ (a — au)” 
in quoque sex intervallorum ipsius x aeque ac ipsum y continue cum x 
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e 


mutetur, adeoque positivo valore gaudeat, etiam y in ipsius intervallis 
respondentibus continue crescere, dum x crescat. 


Quae cum ita sint, pro classi (4.), in formulis (4.) posito: 
ee === u bu+19 Ü, = Gum) &, m +13 


habemus:: 
13. a = 4,(4,.1 dur) DZ —U,-ı (4, — du) J=- (dy — Gur1)> 
1 4, C, ni (,-ı — Gu+1) (&, a. du) C* = (d,— Gu+1) (@ ur; Gu-1)) 


6, = (du — %u41) (Au-ı — &u4ı)o 


Eodem modo in formulis (8.) loco ipsius &: 42, Uu4ss us, IN- 
troductis nanciscimur et formulas (9.) et has, loco C: C,, C,, C,, posito: 











15. 6, = (4,1 —4ur) (u — Su+2)) (, = (a,-ı — 4.41) (du — Gur3)) 
C; = (a, — dur) (du — dur) 
lam vero loco ipsius y argumentum 2? introducere placet. Quo facto fit: 
16. = Eu (eu une &u+1) — ui (u E &u+1) x” 2m (&u-ı —. &u+1) me ) : 
(ui — ur) — (Au — Cu) z* . (eu — &u+ı) — dl 


Ex formulis (13.) ht: 
17. (e+fy)(be—af)dy 
= 24, — 4-1) (Eu — ur) (bu — Burı) (Aa ur) — (bu = Cut) z)zdz 
Ex formulis (13.), (14.), (15.), et (9.) sequitur: 
Kka—ea,)+b—f Uuı)Y (ur —Uurı) (du — um) > 


IN 


(a—ea, )+(b — fü, )Y (a +1) (m, = u) 2, 
18 (a—e Cu+1) +(b — fa.rı)Y = (&, a +) (u+ı — 4,41) (1— 2), 
(da — el u+2) + (6 — [a.)Y = (4,144) (u, U u+2) 1—»"2), 
(eo, +3) +(b — fü,43)Y = (@,-ı un (u+1) (ü, — ie 1— 2), 
(a— e&,.4:) +(b — füun)y na (&u- ke u) (%. 44) „A—wz 223), 


Ouibus formulis in (2.) substitutis habemus: 
19. f. Fx6x 
JV |\(a-e,)(a-a,)(ac-@,)(ac-@, x- @,)(0-«,)] 
9 ((a.- -Cu+1)- (@u-& ur) 2° Jwz°. ?,0z 
ur ur) V (Eurer) (am eur) aueur)eeurr)])/ Vz?) I-r’22)1-4°22) 1-22)’ 
ubi quantitas «, quaelibet quautitatum « est, aequationibus (16.) relatio 
inter © et z” determinatur, aequationibus (9.) moduli x’, A’, #’, exprimun- 











tur. Limites erunt: 


(7 —— Cr, 7 1 a —, CL, 5) — ui >) — +2 ’ umEED +3 , nd U ut s m Lu ’ 
20. i 1 | 
wi 5 — ) PEEDER PS yemisin j nie PER, 
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Pro classi (B.) vero ponamus in formulis (4.) e=ua,n—u,, 4, =G4.r> 
&, = 4, , unde eadem ratione ac autea adipiseimur, loco ipsius x substituto g: 
29, aha Gu+! (@. - &u+2) —0%,+r2 (@, — &u+1) x Pa: (au — & +2) TC — Eu 
. ” (&u— &u+2) — (0, — &u+1) 2” ’ (@. — &%1) (= _ et) 
(e+fy)(be—af)oy 
= — 0,41 ur) ur — Lu) (dur Su) (du, — %ur2) — (& —4u4)2°) 3 92. 
Formulisque (10.) adiuti, habemus: 
(a—ea,n)t+(b—faun)y = (Au 4) (ur — Cut2)) 
(a > +1) + (d — fur) = (ur ni 4.) (&u+ı ger Gu+2) z, 
(.—e0.) +b— fa.) y = (dur %) (dur — du) (12°), 
(—eu,)+ b—fau)y = (dur — u) (dur — Br (1— x), 
(ea...) +6 —fau)y = (dur — au) (Ar RER), 
(a —e @u-3) + (b — fü,-,;) y= (dur — du) (dur au) 1 —a’z’). 


Quibus formulis in (2.) introductis, habemus: 
Fx.0x 




















rer (2 —a,)\(c—0o,)( a —o,) (2 —ua,)(2 —e«,)] 
1 [eier ui) 2 eh wz 
— (raum) V Maar au-ı-@ur)Eu-2-urı)Aus-eurı))/ V LUl-2?)(1-2°2?)(1- 12 22)(1- -u?z 


ubi rursus quantitas &, quaelibet quantitatum @ est, aequationibus (21.) 
relatio inter x et =’, aequationibusque (10.) moduli x’, A’, a’, determinan- 





tur. Limites erunt: 


z =Ud,ry: dry Un —Uunıy lu: —Mu3y = Urn 
23. | 1 1 { 
—=1, — =. — = 


2 um Pa 
ri — — (O ——— 0 — — — T 
20 F) u x? 3 2? b) u? 3 


Si loco indieis x et in classi (4.) et in classi (B.) ponamus 1, 2, 3,4, 5, 6, 
sex ufriusque classis transformationes accipimus, quas in sequentibus tabu- 
lis exposuimus. Ibi in prima singulae cuiusque substitutionis serie, omnes 
utriusque argumenti cohaerentes limites, in secunda formulae ipsae, in 


tertia factor: 
in classi (4.) 
2 (eu — ur) — — (a u — &u+1) 2*) 


M— 
(au — 841) (Apr — 841) (ap — ur) (au — aut) (Au — au)” 


in classı (B.) 





2 ((au— @u+2) e. (eu-1—@urı) z?) 





ae (au — 22) V [au — &u42) (eu — @urı) (au — &urı) (&u-3 — &u+ı))” 
in quarta denique serie moduli x’, A’, #’, ubi «>A>u est, leguntur. 
substitutionum qualibet adhibita, nanciscimur: 
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: Fx.0x Az +M.w:?öz 
24. Seren .(2—0,)] u een ’ 
signo superiore pro positivo, inferiore pro negativo ipsius z valore, adhi- 
bito. Inde etiam transformationes integralis: 


’ Fx.0x 
2 ISIN RACEEN: 
in praescriptam formam derivantur, In aequatione (24.) enim ipsius 7x 
loco: ©F'x posito, necnon % = — oo” facto, quantitatibusque infinite par- 
vis omissis, nanciscimur: 
oFx.0x ji: Fx 0x 
" F V lla—a,)e—0,) +... (0—a,)c+0°)] = Vle@—a,)&x—a,)....(2—0;)]? 


unde sequitur in formulis tabulae sequentis nonnisi &,;, = — x? ponamus 
necesse esse, ut duodecim integralis (25.) transformationes accipiamus, li- 
mitesque argumenti x fore: 


2 2 
x, Ay In, Oz, Ir, is 




















Classis 4. 








ae = U =0; = U, = (; = 
I. ei 1 1 ’ 
"x —0 —=1 = 7 nr =’ 
x = 0, (0,—0a,) +0, (u, —&,)2° PORN (22) (2?) 
(u, )t, 0) ° "Ts, —o, —0,1? 
M 2V — 1((o, — a,)+ (a, — 0,)2?) 





em (@, —0,)V [(e, —06,) (a, — a,)(@a, —a,)(e, —0,)] R 


? (a —=s) (< —e.) A (2 —-r) (= —*.) u? ( 77 2) (<e ” 2) 
A = nn A 
0,70, 0,0%, y 0,776, 0,6, 3 0,770, 0,60, 














2. 2. =, == 0, ze, id Se Oi il; 

. A 1 
zelotoet =0 ei Pa al. = — : 

u x? 3. [7 


_0,(6, = 0,)— 0, (a, —a,)2” ja/ü5 (2 —8:) (>=) 
AT — 

(a, —0,)— (2 —a,):” ° ,—0/\,—x/’ 

wi 2 (a, —0,)— (0, — 0,)z 

(@, —0,)V Ke, — 0,)(0, — @,) (a; — &,) (0, —0,)” 


(==>) (2) N un (2%) (22) u dei (=>) (8°) 
— nn . 
X, Er k; X —Üü, 0%, 6, d, 0; &, 0,’ Ga, 
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.. 
- 
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m ‚WW =, = u —=Uu,mU = 

. 1 1 
!'-- = =+toV!—0 =1 =; = ’ 
_0,(2,—0,)—0,(2,—a,)z? a_ lo, —a, ne) 

a: (.,—a,)—ta,—0)2 ? 7° 7 (2) (= ’ 
M FE —2y —1 1((e, nr, 2) (a, —— |.) z*) 





(e,—0,)V [(e, —a,) (a, — 0,)(e,—o,)(e,—a,)]? 
Dry (& wi} (2 —#,) ER & — ”) (2 u) Pe (2 —d, Keen) 
U, 0,6, ) 0, 0, 0,0, I Du U, U 0, u 




















x = U =G0, In =U; — (Ib, =U4U 64 
IV, 1 
Fran Wi is See 
x = u,(l0,—ua,)—a,(e,—a,): ey (2%) (=) 
ae (a, —a,)—(a, —a,):” ER a, —a,/\n,—a/? 
M— —2((e, — ||.) («,—.a,)z”) 





(e,—a,)V [(e,—a,) (8, —e,)\ea, —a,)(a,—a,)]’ 


= (2%) (ee) 2 = (4 (a :) = (ee) (Ze) 
a, —a,/ \e,—u,/? a, —o,/\a,—u,/? a,—a,/ \e,—a,/' 




















x = 0; — Ü, = 0 — (Gi; — 6&,; = 4; —(4;; 
V. { 1 
"=1 un unten 0 e1f" 
% 2 Mn 
ee nie Zee? = ( =) (4 —®) 


(.,—0, )—(0,—a,)2’ 


M = +2V —I(la, — — (a, —6,) z*) 
 (s,—a,)V [(e, — eg re ie a,)(a,-—a,)]? 


Rp (& ==) (2 — 2.) 22 (“ _ : (de _ -.) W— (2: — ne) ( — 2.) 
[—— GERSEEEEE — — - WORTE . 
Ga,’ \a,—a, _ 0, —0,! \a,—0, ’ ma, N, 0, 


» 


a, —x 














| 
N 


x = =4U, =; 
VL 1 
2=( —1 == — 


ve 


+x? =0| 


&. —— | 


m 


107 
a 
u® 








Beet a,(8, —e,)—a,(a,—a,):? a. 0,6, RT, 
EM (u, —0,)— (a, —a)z ? RR ee) (ER), 
PEN 2((6,—a)—(0,—a,)2”) 
(u —0,)V [(e, —a,)(e,—a,)(a,—a,)(e,—e,)]’ 


Rn &, —*4) (2 —:) I. ee (ec —er) w ER (2 _ %.) (= =) 
.. ’ — — . . . 
u: Mh A 6, — a, \a,—a,f? a, —u/ N, —au 











v 
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Classis B. 








u = =; u =, =4 
I. y 1 — 2 1 1 B >) 
«lea —a)®, „_ (ua) (2) 
(.,—0,)— (a, —a,)2’ ? R a, —0,7 \a,—& f 
PER —2V —1((e,— a.)— (a, —a,)2°) 








(ea, —.,) V[(e, — 1, )la; @,) (0,— ;) (e,—@,)] ’ 


&,—a,/ \a,—a,/? lie 








8 
m 
aIR 
| 
IR 
»“ |» 
SIR 
Sn I 
II 
2 |3 

a 
4 
\s 
> 

>) 

















0,0,’ Nam, 
x = U ml li =(, =04; 
II. 1 1 1 Br 
7 — 
!o- = _ -1-0l =-TIo0? =-- =- 
Ku 4° \ + u? 2? 
a,(@e,—a,)—e,(@ —a,)z? 2.—ua\/2—0 
eo = 3 ni Se A > =" — ( 2 +) (2 :) 
1 (a, — a,)—(a,—a,):” ? a,—a/\c—a,)? 
M — I((e,— a,)—(a,— @,)z” 





(2,—a,)V [(e, —e,)(e,—e,)(e, —a,)(@e, —e,)]’ 


_ fe, —e,\fe, —@, n 2,—a,\ ft, —e, » _ fe, —e,\fe,— ®; 
x“— ‚= MM =\.” . 
a, &, 0, —G&, 


a, 0a, a, — 0, 0, —U, a, —U, 

















Toll Far Aegssescheänn seta — u, 
III. ö 1 1 1 BER 6% 
I: 2 = 72 m —1 == (0) = +- x a“ 








PR a,(@, —a,) —a, (8, — a,)2” RER (ee) ee) 
a® ’ 


(a), 0) ° 0 N\,—o, 
2VY — 1(le, — a,)— (a, — 0,):?) 

Mu Arne 
(0a, —0a,)V le, —0,0,— 0,0, —0,0,—a,] 


2 0, &, G,—G, Fi ü,0, a, 4,  PPGRHEER d, 0, 0,0, 
r ( )( } A =(  »= ; 
0,70, 0,0, 


0,770, 0,0, 0,770; 


—0; 








\ 











iv.) 


n “> l 1 1 y 
K=-FVt=-=; =. —1 =0O = +. 
{ u? rt, x ee 








2 
a,(a,— a,)— a, (a, —0,;)2 En (2.®.) (F=®:) 
x — 5 


> 9 a a 
(,—a,)— (0a, —0,)2 0470; 


mM — (a, — 0) — (ae, — 0,):*) 
u: («,—a,)V l(e,—e,)(a, Pe; a;)(@, —0,) (2; —6,)] ! 


Co 0, 














04,0, 


x == Boss == ° 
0, 0,’ NM, —t, ’ 5, 


0,0, 
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ee —=0d —=6, = at = u, = =% 
V, n 1 1 1 b) 
z=0 = cs, = =; =l Fr 








FR a,(e, —e,) te, (0, —@,)z? PR (®) (2222) 
a ee mer Fr 
AN —2V-Ale—a)ta,—a)2) __ 

ur (@, Fr a,)V \(e, Be; 0,) (e,— &,) (0; Pe &,) (@, &s)] : 


„? Sit (2 an & —g) r? ER & 2% vi & wer. 2) u BB (2: wu =.) ( =) 
a —a,/\e,—u,/? a—al/\.,—at’ a, —aı, . 


Ü,—l, 























= =-Uu = 0, =U, —=U; —U 
x = a,(@,— 2,)—0a,(@, —@,)z? ? — fee) (=) 
(e,—a,)— (a, —a): ? ” T\e,—a,/ \e,—x/’ 
M= 2 ((a, —a,)—(@, —@,) 2°) 





(0,—«,)V [(e,—e,)(e, —a,)(@, —a,)(@, —a,)]’ 


(2 —lL, (= —%) 22 (& — "e (Bere) u: se “ — S (2 _ >) 
I ee DE ui 
2,— 0a, / \a, —a, a, —a,/ \a,—eo, 


a,—a’ \a, —au, 


m 


N 
I 














Intervalla, in quibus argumenti x valor versatur, ita distinguamus, 
ut vocemus: 





Kl, la; n— by Aa—dıy Ay—lsy Us— Us 
respective primum, secundum, tertium, quartum, quintum, sextum inte- 
gralis propositi intervallum; aeque ac intervalla valoris argumenti = in 
hunc ordinem reducere placet, ut vocemus:; 


1 1 1 1 1 1 
— x—(, 0—1, Be, 73 7° re) 7 x; 


respective primum, secundum, tertium, quartum, quintum, sextum inte- 
gralis novi intervallum. Quibus positis ex antecedentibus hae regulae 
facillime deducuntur. 
htum integralis propositi intervallum in (A—x -+ 1)tum intervallım 
 »ti integralis elassis (4.), et in («—A-+-3)tum intervallum xti 
integralis classis (B.) commutatur, ubique multiplis ipsius 6 
97 omissis aut additis, ut numeros positivos adipiscamur. 
“  \lmo, tum intervallum xti integralis classis (4.) in (A +x*— 1)tum 
integralis propositi, atque /tum intervallum xti integralis classis 
(B.) in «—A-+-3)tum integralis propositi reducitur, ubique 
multiplis numeri 6 omissis aut additis. 
26 * 
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Confecimus adhuc, ut has regulas brevi in conspectu ponamus, has 





tabulas: 
Intervalla ipsius x i 2 3 2 5 8 
4:5 
Hi|6 12345 
fiunt intervalla integralis _ j - : z : - classis (4.). 
„13:2. 3.6/.272 
08, FR - Bun Zu DE 3 
mia 2 1 0 
u a a 
atque intervalla integralis < E > + s | classis (B.). 
„m,1.% 3:9:3,3 
vVi|2 165 43 
Intervalla Ab FR WE a wre 
I. 2 3:0 258 
a ee intervalla 
substitutionis class, (4.) a funt: 4 . i : - 1 integr. 
V. ETF 3 \ ie 
v1 re 
29. 5 
Be" „236 23 
\ a. NE 1 intervalla 
“ 
substitutionis class. (B.) er funt: > : 2 3 - : integr. 
| V. "een 
\ VI. 2:4: 6-2. 41,3 


Inde videmus integralia eiusdem numeri in utraque classi memora- 
bili gaudere natura, ut ipsorum secunda haud minus quam quinta inter- 
valla ad eadem integralis propositi intervalla reducautur; eodem modo 
singulum quodque Atum celassis (4.) et (k+2)tum classis (D.) integrale 
ea proprietate gaudent, ut ipsorum tertium non minus quam sextum inter- 
vallım ad eadem reducere liceat; singuli denique cuiusque Ati classis (4.), 
et (h+-&)ti elassis (D.) integralis primum aeque ac quartum intervallum 
ad idem integralis propositi intervallum deinceps redeunt. Has binas 
transformationes eiusdem intervalli vocabimus, et easdem eiusdem secundi 
sive quinti, eiusdem tertii sive sexti, eiusdem primi sive quarti intervyalli 
transformationes singulas nominabimus. 
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Contra ktum singulum classis (4.) et (%+1)tum classis (B.) inte- 
grale, eodem modo ac Atum classis (4.) et (A+3)tum classis (B.), nec 
non Atum classis (#.) et (A-+-5)tum classis (B.) talibus bina intervallis 
haud gaudent, quae ad eadem integr. propositi intervalla redeunt. 





III. 
De duodecim transformationibus fundamentalibus integralis' 


f (4+-By’)dy 
vla—-y)a-— Ay) Ny)A—uy’)) 


Ex iis, quae hucusque exposita sunt, integrale praescriptum duo- 
decim substitutionibus ad sui ipsius formam facillime reducere possumus. 
Quas duodecim transformationes, in duas rursus classes, prout novum 
argumentum simul cum y creseit, aut y crescente decrescit, divisas, toti 
de integrali proposito disquisitione fundamento esse, videbimus. Ponamus 





igitur, ut eas eruamus, y’ = n in integrali eigen ita ut hat: 
(4-+By?)öy ı(B+A2)dx 
via—r’)1—- Ar) — Ay’) l— u?’y?)] = Ve TER )\(=— 4’) (a@—u ”)\(a)] 
Iam vero in formulis (19.) et (22.) ponere opus est, ut terminum secun- 
dum ad praescriptam formam reducamus: 
un, el, mr, wer, sen, 0. 
Fax = ZI (B+An). 
Quantitate «, rursus deinceps &, %y sy Cu, G;, & designante, adipisci- 
mur per formulas, quae ex (16.) derivantur; 
30, y’ iu (ku — &urı) — (Cu — &u+1)2° 53 2 (au — Eur) d— 2uy”) 
& u (Eu — Eutı) — &umı (Au — ut) 3 (&u — & +1) (l—eu-ı7?)? 
sex transformationes elassis prioris huius formae: 
31. F Erisaln =. | (4,rB, =’ - | 
V[i—r?)(1—x?y?)(1—Ay?)(1—uy?)] vlU—::) 1—c?2?) 1—1’z?)/1--m?z?)] 
ubi habemus: 























ar V—1x.(B+4Aa,) 
ı TV Mau — 41) (eu — ur2) (Ru eut3) (Lu — 4,444))? 
m —V—1o(B+ 4,1) (u — us) 
(eu — au) V lea — Eur) (Op — Rute) (ur) Eur — eur)" 
Moduli tres per aequationes (9.) dantur: 














; 
‘ 
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Iam vero quantıtate a, deinceps quantitates @,, &, &y, 4, 
designante, ex formulis his, quae ex (21.) derivantur: 
33, y — («u — &u+2) —. (@ — E41) z" 2 „ ans (mer, — Ey r) 
Furl (eu gr & +2) — Eur? (@u #62 Eu+1) z Ru — ui 1— Ru? y° 
sex alterius classis transformationes adipiscimur eiusdem formae (27.), ubi 
habemus: 


üb; y Us; 











4 V—1x(B+ 4,4) 
Ad, — 
l v [ie a &u+2) Fu—1 IF & +1) (@u-2 — Eu+1) (@.-3 — @ „+1)] ’ 
FE — V—1x(B+Aa,4)(a,— 0,41) 





(Eu —Cu+2) V le, —4u+2) (eu — &u-+1) (@u+2 -- Lu) (@u-3 FR & u-+1)] ’ 


Moduli tres ex aequationibus (10.) sequuntur. 
Pro limitibus integralium animadvertendum est, dum argumenti y’ 
valor hos valores induat: 
cnkiieckers 
» „= 729 u?? x, 
argumenti <’ valores in elassis (4.) transformationibus deinceps fore: 


(ve - eu =) (— ),; = Zee ei) su || 1— a, -) 
—t, Ay ’ J? 


Um ul 14 — ur J 1—a,- 


2 2 
ui % ut )(- KU — Ur ) (ent —Üu ) [> — een u Here 
une Er , 72 s ! 
A LTE | \L — Fu eu y‚ — &.u— > 


2 























atque in elassis (D.) transformationibus: 


(“ ut? (<utt) (- ber Eut2) (& _ er) ( — zett) 
| : ’ ’ 
pe Gurt & u+? Gu —— ui & 























u Gu+l 1— Gu+?2 
2 12 2 
(° u—Uu+? ) & — ch!) (% ER: er) (2 —=eti) (2% a er) (& ei et!) 
it EEE «De 5 y : 
Ru— ur) aut ua Mr — au? Naar) \ nur)? 


quippe qui valores ex formulis secundis (30.) et (32.) derivatis cum his 
semper, etsi in alio ordine ‚scriptis, congruant necesse est: 

—0, 0, 1, + du Zu 
In sequenti tabula denique, priusquam in naturam transformationum fun- 
damentalium penetrare velis, brevi in conspectu omnes invenis positas. 
Ibi in sivgulae cuiusque transformationis serie prima limites, in secunda 
formulae substitutionum ipsae, in tertia denique integrale novum legitur. 


Brevitatis causa haec signa introduximus. 


00°, 


el, naloN, vl, mei N, Werl, WeN—u. 
Classis 4. 


f & M 1 1 1 
yv—=—x° =) =l=; =; = amt 
x 
2 . 1 1 1 
u —o =) =1 =7 == = =+x 
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BEL 
y=3Z, = y% 





(A+Bz?)0z 
Irm- 2?) 1— 222 )(1-— A222) 1—u?z?)]' 





== =—( ee 1 BET N 

11. ’ Fang ae ' Sera? Bauch 
"4 = 40-0 =1 en . 

x, - 2) 
























































Y=— x = 0 ei == == — . 
III, a 
5 1, x? 1 PER 2 ’ 
f 2, . " 
NE u 
Y=3 En P = (Er) 
Il ——z? de Dat E26 
\ ei ) 
iA: 2 
bu ee Bere Er 
u, —Ä 2 4 
Mt, I Vla-:9(1- 2%: 2) ( =; Ar +) ( Ri: E. % 
Tr ze) ne)] 
IV, „” Pe ae een 
s) u; )2 Ps 2.3.2 “ 
rn 2 Hr Beh IL +%’ 0 | ur i2[ 4 
6,8 8 BER Be == —— a ch 
R} je m Er 
Bi 1 war r u: 1 „ 
= 45 |) 7-2 
1 3 \i=ary)> 
\ Au J 
F 4? 2 u 
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en ee; u BA 1 
y=—o =0 =1 u | =n nee 
V. Nr 12 au: Au: b ’ 
z„—1 = — = to =0U0 =1, 








1— 5: 
rd =") . 22 1l— u?y? 
Y Ts 1_—_z2 ’ 2 = { =); 
| en y 
-:2)| 0 








[ au: (1— 9) +B(1-- 
u,u, 4 Vet we. 











2? u! A? u, 
\Y=—x’=0 == 1 wuB a se re === 00° 
yL Pi A? u* 
i 1 x° 42 ’ 
a == 0 -l=-—-— = 0? = 
| hu A Be Br 
y=--- 1 — z?2 1 
_. u z2 ’ ud u er} 273 


[Anz — Bi—z)]dz_ 
Yu-aar)(t- Ee)le-)] 











CGlassis B. 





ym=—» =—=() = 1 Bin 3 N == 00° 
i x? A? u? 
R 1 1? ? 1 p) 
."—— 1-0 Il „HH — _—_ 
{ x* nass ir ux u 
wii 1 — x? ur 1—r° 
ee 1—x::z?? u) 1—u:y*? 








De 1 N [411 —x22?)+- B(1—z?)]0z 
um Vla-9u-r:)( -&:)(1-5=)] 














1 1 1 a 
n \) = — 00 =1 nn ug =. ao 
[27 2222 2: 22,9 ı „af 9 
ut at eat nd re Aıflx er Pit 
Bei 2 22 u une — +-% 2 ; 2 33 
x,.% %, x, u? nt 
u 
y Li 1 A, Bi x‘ (a e) 
u, KM. u > \1-x#?7 ’ 
| ea} 
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er i? 5, 
Sf, [4 ( a =) +B(1-73=)]0: 
zurk, | % 4722 “u, ! 
a-:3(1- #2) 1-22) 2 z2)| 
y 4 ne ' Arlix 
gi. PER PIERE KEN | 1 r 
yz=—xı =0: 1 =; = ;=; =x 
iIE. 2 2 2 > 2 
2 ur h _ 4: __ Mech: -I1l=0 =Ix _ UA? 2 
2 a a N 
f a ä 
jr u? PR et; 
2, hut urn 0 CR er): 
k BAT 
iz u? 25 
2 a . u N 2 
iR | (i a) +B(t =)| i 
Ab, Mr Vla-=) (1% u, 2) (1% 2) (At: Tran: 
BER 7 u u2)2 ) 
EN 2; 1 1 1 
y oo =0 = = =; un zur 
IV. 2)? )? 2 2 2 
!ett=-, = A? ix —=( = 2 i 
u? I ur 4? PT LTENTET TE WER 
u , 
RR: NH, u 
ee ER 
uf n 
A Eh [tu +2(1-%=)] Me 
u,u,% lu- 2 (1 u,” 2) ( u; .) 1; \T' 
/ ru u 17" (1-2: )| 
7 2 1 
Y=—x == U 1 Peg = 73 ET = x” 
v. ld 
"= o-rwaiel ls | 
+ u re; 2.8 .. 0 
1 t 
B- 2 
Y it u:z?? Be u?y:2? 
“:P 1 n [4u? z’+-B]oz 
ah v P ; 
Vla-=(1 -&2)(1-2)d-n =] 
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2 1 1 1 
yv--co 0 =1 za; =; =« 
vI A 
A au 
N 
2 z” ® 
A te asia 2 ‘o— u N 


[4 (1 — z?)— Bz?]0z 
u eeruige 3) dA’) 22r)]' 








Integralis novi limitibus in eundem ordinem, quo integralis propo- 
siti limites gaudent, redactis, ita ut intervalla 


— x, 0, 1, e . Si a 
respective primum, secundum, et integralis novi intervallum vocemus, ea- 
dem theoremata, quae antea apud integrale generalius (27.) attulerimus, 
easdemque tabulas (28.) et (29.) quibus, quomodo intervalla binorum inte- 
eralium sese exeipiant, clarum fiat, apud has transformationes fundamen- 
tales valere facile perspici potest. lam vero primum inde de formularum 
duodeeim nominatorumque integralium novorum forma, quippe qualis per 


tabulam comprobatur, certior fies. Integrale enim novo posito, ut antea: 


= f Denk, 
vVIa—:’)1— cz’) (1 —1?z*)(1— m’ z”)]? 


deinceps in elassı A. TER ubi y’ simul cum =? creseit: 


























; Y„ımz’, A,+B,:’=A+B:?. 
2 1 mn V— j Be. 

LI. = gms ya ı A ‚+B,:° —T [2 (1— m’z )+B]. 
b 1 /1l— m’:? x a ; 

I „= ( en), A +B,z Sm ne (1—1°2?) + B(l—m?z?)]. 
ap Dale. 97°. a Eugen; 
y FR + De z’ ). 4rä = x u tut a u 

. 2. 1 (1—0*:” Ar OBER 1 BAR 2,2 
v3 1 (ze) A4Be = — Zw (t-2)+ Ben] 
vn Eee 





Eodem modo in celassi B,, ubi ipso y? crescente, =? decrescit, erit: 
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|) 1—:? 2 1 3 2 
Y un Pop A+B,: u Aller )+B(il—z )]. 
1 ke} V— “ 3 
sl) Atari Arlre)HBU- ren] 
Ein; 1 : 2.2 2.2 
y „(ar ;), A, +B, :? — as (1—m z „)+rBi— "z )]- 
34. pe 
Ar" een 2°), MEERE BE RR 2°) 
Wir 1 2 m 1 2.2 
y’= ybz;8 A ‚+B: = — [Au . +B)]. 
2 
yP=-7— ‘ A, +B,:* = —V—1[—-441—:?)+B:?]. 
Nominatorum igitur formis deinceps ita suppositis: 
1.) u m. = we, or vi, 
u L Ic? », (—#R w, —m’z’, 


aa Pi formam nominatoris integralis propositi, commutari in 
(h—k-+-1)tam integralis Ati classis 4., et in (k—Ah-++-I)tam formam 
integralis Ati classis BD. Imo /ta forma Ati integralis classis 4. in 
(A+k—1)tam, aeque ac hta forma Äti integralis classis D, in (k— +4). 
tam integralis propositi formam nominatoris redueitur. 


Deinde vero thoremata de limitibus, in (27.) enuntiata adhibeamus, 
ut, quomodo transformationes fundamentalibus una ex altera deriventur, 
disquiramus. Ponamus hauc ob rem formulam: 

er ayb:? 

y’ c+dz? ’ 
Htam aut celassis 4. aut classis DB. esse; iam vero integrale //tae trans- 
formationis alteriusutrius, classis ut integrale transformandam tractemus, 
ita ut ponamus ibi: 

a a,t-b,v? 

Be 3 
quae prima formula Ätae transformationis alterius utrius classis est, ubique 
loco ipsorum x’, X, #°, integralis huius modulis introductis. 





Inde ad novum integrale, inter duodecim iam contentum delaba- 
mur necesse est. Jam igitur quaestio oritur, quotumnum sit, Äta substi- 
tutione in Z/to integrali introducta, integrale novum. Quae quaestio, his 
theorematibus solvitur: 

Si in Zito integrali classis 4., Äta formula classis 4. vel classis D. 
introdueitur, (F/-+- X—1)tum classis 4. vel classis BD. integrale adi- 
w” 
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piscimur. Imo, si in Z/to integrali elassis DB. Ata formula classis 4. vel 

classis B. introdueitur, (A—KÄ-+-1)tum classis B. vel classis 4. integrale 

oritur. Ubique multipla ipsius 6 omittantur aut adiiciantur necesse est, ita 

ut nurceri (7 ++ KX—1) et (J—K-+-1) positivi siof, nec uumerum 6 superent. 
Quae theoremata ita demonstrantur, 








n s 0 a+bz* 9 b,v* | er 
Ex formulis: y’ = +83 et = 2, >, quantitate 3°? elimi- 
ce-+-dz c,+d,v 
. b) a,, + b,,v* “ 5 . . “ 
nafa nanciscamur y = — men? quae, quota utrius classis sit, invenien- 
ı „ 


dum erit. Argumento v° in /to intervallo integralis quaesiti, =Xti, cre- 
scente vel decrescente, argumentum # in (A+KÄ—1)to vel in (XÄ—h+3)- 
to integralis suppositi erescere, prout secunda formula Äta classis A, vel 
classis D. fuerit, ex theor. (27.) sequitur. Jam vero loco integralis pro- 
positi, primum J/tum classis 4. ponamus, Cuius in (k+X—1to vel 
'K—h-+3)to intervallo argumento z° crescente, argumentum y’ in 
(A+KX—1)+ H—1Nto vel in (A—h-+3)+ H—1)to integralis propo- 
siti erescet. Inde sequitur, argumento v* in Ato intervallo Xti integralis 
classis f. vel classis D, crescente, argumentum y’ in (T--X-+h—%to 
vel (7 +K—h+NV)to intervallo integralis propositi crescere. Ergo habe- 
mus, ex theor. (27.) 
h=HK+I—N—AÄ-+l, ve: A=X— (HL K—I-ND)+5; 


unde sequitur: 





— H-K—1. 
Hanc ob rem, 
»__a-+bz? ER 
dum: y u ardye Hta formula prioris classis est, 
B a,b, v’ > . . ” » 
atque: !=- a, Z Äta formula vel prioris vel alterius classis est, 
( 


. 7 ad, O,, - ® . ” . 
erit: „= Er ( 7-+- XK—1)ta vel prioris vel alterius classis. 


ud? 

Tum vero loco integralis propositi: //tum integrale classis BD. sub- 
stituatur. Argumentum y’in (T—(K-+h—1)+3)to vel (A—(KÄ—h-+3)-+3)- 
to intervallo decrescet, dum ipsum #° in (k+KX—1)to vel (K—Ah + 3)to 
intervallo Ziti integralis erescit. Inde sequitur, argumento »° in Ato inter- 


vallo Xti integralis classis D. vel elassis 4. crescente, argumentum y’ ın 
(H—K—h-+4)to vel (d—K-+ Ah)to integralis propositi intervallo cre- 
scere. Ergo ex theor: (27.) habemus: 

X—(H—K—ıh+4)+3=4h ve H-Z+h—X+1=), 








16. Richelot, de integralibus Abelianis primi ordinis comm. prima. 209 


unde sequitur: 
X De H—K+ 1. 
a __a-bz? 


Dum igitur: „= cha Hta formula classis B est, 


atque: urn 
ante 7 ,+0,v?? 


h a b,,v* u’ . 
erit: y’ ut FwerL, (H— K--1)ta vel secundae vel prioris classis 
„ „ 





Kta formula classis A vel classis D, 





formula, 


g & d. 


Quae theoremata docent, aut ex secunda aut ex sexta transfor- 
matione classis f. omnes eiusdem classis una ex alia deduci posse. Alte- 
rius celassis B. transformationes inde, qualibet classis DB. transformatione 
adhibita, derivantur omnes. 

Eodem modo omnes duodecim transformationes ex binis classis 2. 
mutuo se excipientibus deducere licet, ut ex VL etIL, Let Il, IL et 
UI, III et IV. IV. et V., V. et VI. Inde denique transformationum 
nostrarum modulorum natura et origo detegitur. Invenimus enim, theo- 
rematibus nostris adiuti, modulos (%-F 1)tae et (A—1)tae transformationis 
classis A., cum modulis htae eiusdem classis quos x’, A’, #° nominemus, 


ita cohaerere, ut habeamus: 
1—ı: 1—ı? 


1— 2?) 1— u2? 1—x; 


illos: 


„— u: A2— u? 
wm... Rn 





hos: 1—u, 


Eodem modo apud binas transformationes eiusdem secundi sive quinti 
intervalli, quae in tabula nostra, eodem utriusque celassis numero gaudent, 
modulis alterius per: «°, A’, #° significatis, alterius moduli erunt: 
„2 „— u? gr 4R 
’ 1 — u? 9 ‚ges 
Transformationes vero binae eiusdem primi sive quarti intervalli, quarum 
altera in classi 4. numero 7 gaudet, altera in celassi D. apud numerum 
h--4 legitur, tales erunt, ut alterius modulis =x', X’, «* positis, alterius 


sint moduli: 
u? u” 2 
is> zu #e 


Tum denique Atum integrale classis 4. et (k+5)tum classis D., quippe 
quorum intervallo secundum et primum mutuo commutantur tales modu- 


= 


los habebunt, ut alterius positis: x’, A’, a’, moduli apud alterum sint: 
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1 — u), 1 —N, u 
Haec de transformationibus fundamentalibus integralis 





f | (A+By?)dy 
v[d—y’)(i—#y?)1—4”y?)(1— u?y?)]’ 
attulisse sufficiat. 





IV. 
De integralium Abelianorum diversis ordinibus atque 


transformationibus fundamentalibus. 
Integralia huius formae generalis: 





Fxox 
Sa ESEE SER -+4,xP)] 
prout numerus p mutafur, prorsus diversa natura gaudere, ex theoremate 
celeberrimo Abeliano elucet. Inde etiam fluit, cur nostra integralia, quae 
hucusque tractavimns integralia Abeliana primi ordinis nominaverimus, 


ratio satis dilucida. Integralibus vero vo Abelianis primi, secundi, 
P 


a _. RR o 1 
etc. Ati ordinis nominatis, prout numerus integer z vel e+/ valores 3, 


4, ... (A+2) induat, integralia: 
vy?oy 
Ir d— y) da 7°)... (1-4 7°)’ 
ad quae integrale /ti ordinis reduci potest, dummodo ,x in factores 
reales lineares dissolvere licet, ad integralia Ati ordinis referuntur. Quippe 
quam reductionem breviter adhuc exponamus. Integrale igitur proposi- 


tum sit, Si &, >Gz «+: + >Gyy4, Assumitur: 








Fxo0x 
ST en . 
Eodem calculo praemisso, quem pro A=1 accurate exposuimus, 
invenimus, si per «, quamlibet quantitatum «a, atque per 4,,, PFoxime 
sequentem, per @,_ı proxime antecedentem significamus, posito: 


se 2 alu — ut) — Ey (eu ut) 2 (Sem — zutt) ( ——e ) 
ri —— = 
(Lu & ut) u Bene &u+1) S : Fu Gut ; 








va Ay—i 
fore: 








Bi : Fxox “ M.yz?6z 
3. resıEen „0. (X-R)] ee z?)(1-%52?)....(1-Arrrı 2”)]’ 





5 
= 
As 
$ 
R 





E 
| 








| 
| 
1% 








16. Richelot, de integralibus Abelianis primi ordinis comm. prima. 211 


ubi ponendum est: 
M— e:.D 2 [(e,-ı — Eu+) (&>7 une e,)z°]" 
(ur — 1)" V Kar — ur) (@u— eur) (eu —@g43)e er. (au — urn] 
y’= (x), 


36, 22 ul nF (Fri Tn Ara 
. K, = y„ % 














nn 





_< ( Cu Ayu+1 ) (Bert et) 
u .0 » & 
ul — Eu Eu &u+3 


Kıhr BEER ( 77 Bi; & u ) (er m “ebkt2) 
..eo 2 1 — ö 
Al &u+i u &u+rh+2 


Habemus hic: 1 >x, >%,> etc. >%y4ı>0, atque hos limites argumen- 
torum; dum argumentum x his valoribus gaudet: 





Eumıy Buy Aufn Aug oe. Üuron+2y9 Lu-1, 
argumentum z° hos valores induit: 





1 1 

n 

— 00%. 0 1 — eh 20°, 
’ 5 ’ 229 Kant? + 


Si loco ipsius @, ponamus deinceps &,, us «+». Oanr+ı,> (24-4) transfor- 
mationes classis #/. naneiscimur, 
Eodem modo, posito: 
urı (&.— &42) — &urr (eu — Cu+ı)z” ii (= — rt?) = =ett) 
(eu — &u+2) — (eu — & ur) 2° Are 


ad eandem aequationem (35.) labimur, ubi vero ponendum erit: 





37. = 


Ru Au 7 \— Ru? 





M == 2 l(e.,— @,+:) (eu — &ur1)2?]" AM 
EREIOR Ve) ur Cut) (Lu-2— 41) (ua —urı)]) 


2 — g” 
v2=F%z, 
ea u =) (<ett e 2) 
MD z h) 7 E2 2 . 


p Gut Eu\ fRu+2 — Ru 
38 % 1 = ’ r : r) K 
&u+? Be Au Eu El Eu? — 177 &u+i — lu? 


> Kia] Gu+1 Er & &u+r— Gu—rh—ı 
oe. Any = . 
0 u2 Eu &u+1 7 &u-ah— 
Habemus rursus: 1 >%, >%, > ....%74,>0; dum argumentum x hos va- 
lores percurrit: 


nn 














ur? Kurz un Aus een Uanıy buray 
argumentum z° hos valores induit: 
1 1 


2 
—O, Ö, i, 4?) „ira 
ı 





oo 

Kr n fr 

Loco ipsius @, posito deinceps &,, 2, +... Uanyız (2% + 4) trausformatio- 
nes classis D. oriuntur. 


Ut easdem transformationes, quarum numerus =4Ah+S est, pro 
integrali eiusdem ordinis: 








J7 Fx 0x 
. Vz — 0,)(X —0,)....(20 — @&27+3)] 
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adipiscamur, in integrali 4,5; = — ®, atque Fr =oFx, unde quantita- 
tibus infinite parvis omissis, nanciscimur (42-8) diversas transformatio- 
nes integralis propositi. 

Intervallis argumentı x: 





Uhr uw (ı “ m wre 07) >) etc. Urnn+z .... Uon+s 5 
atque argumenti 7: 
INT Ben au 1 1 
— 00°.1,..0, Ö arsias l....35 etc. . 
#, Art 


deinceps primo, secundo etc. nominatis, theoremata, quae numero (27.) 
allata sunt, facillime ad haec generaliora integralia extenduntur, tabulae- 
que similes construuntur, ubique nonnisi loco numeri 6, 2% +4 substituto. 


Eodem modo 44 +5 transformationes fundamentales integralis: 


’ (A, +4, y? tete +4, y°*) 
J vVIU—r’) HR y?).+(l—R 4°) 


derivantur, quippe quarum substitutiones, una cum modulis, adhuc pro- 
ponimus in hac tabula: 





Classis 4. 
N jInterv. ipsius y: 1, , 3, v0... ARE 


apPıLr . n we. ‘ 
!Interv. ipsius z: 1, 2 


s nr . . . . 2h+4. 
RENT u: 2 
Y — 43 y nV — Y« 
vu 2 2 





N Interv. ipsius y: 1, %, 3, .... 2A+4 
“ Mnterv. ipsius 2: 2A+4, 1, 2%, vo. En 























TEUER 1 „u 2 (1—y?) 
I 7 1-19): RT ee 
. 1—x i1—x! 1—x? 
Modul: 1— 2’ 1— x) .aeeo  e 1 e 
J jInterv. ipsius y: 1, 2 2. 0 DR, 
Interv. ipsius s: AA+6—), r+7—i, Ih+s—, 2... A+5—i, 
ch (#3 —#-ı) (im — #2 1)2? PR. REN (2-3 — 2-1) 1— #22 Y?) 
" Hin (#23 —A#Lı) — #3 (#2 —x2,)2?? u: ji (#2 — #1) (1—xL3y?)* 








„% 5 A n u 
. lea —#ı\ (#3 — #? #2 — #-1\ (2-3 — #rı 
Moduli: \— 3 —5) er, 


“ 2 ) 2 mn 9 2 2 um 2 2 2 
at Mn nat NK Hit 


u 2 u .2 2 
ee 2) (7 er 
. ° E r i 2 2 2 “ 
3 — “Zi A2a rn Kit 








: 
& 
F) 
5 








| 
| 
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3 
: 
& 
ü 
: 


23H +. ers ipsius y: 1, , 3, 220. 
4 


Interv. ipsius z: 3, 


f- 235 — Ainyzı 2? s 
#274 #31 (1— 2)? 


eK Bl) n—1 
Moduli: —. ( Et) ( “u ), 


?2h E27} An —1 








, I, . . . . 2 


R.;;' 2 — + a 
A+ 1 ... “a, yr L 
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aM 











(ent) ( Ka RA ) 
” . “ . 2 2 r 
x I Narr — dm 





— 


2H-IV jInterv. ipsius y: 1, 2, 3, 
Interv. ipsius x: 2, 3, 4, 

PERS 1.’ a 

= — ——, = 


.,? . 
#2h+1 772 
22 


2 ’ 
K, 


Moduli: 1—x,.41; 








sinaın 2-4, 

ee tt 
1 

1— #41 y? 


2 
Kan — Kira 
73 








Classis B. 


\ Bon ipsius y: 1, 4, 3, 4, 
IInterv. ipsius z: 3, 2%, 1, . 

y RI en. 2 
a nt Sm 


. 24} 
Moduli: #, 


1 — 1 2 


ae 


7 

0} . - © 4, 

1—y? 

"|. 5” 
1— xy 

„ — x} 

BR a 
1 x 





11. Interv. ipsius y: 1, 2, 3 
Interv. ipsius z: 4, 3, 2, 
2 1—2)— (i1—x): 2 








I Fan) il © 
. fi1—x! L—#!\ (x 
Moduli: ((—#), (>) (2), 


a I 


ec al 





a (ea) 
von 1—:3/ \L—77y?/" 





ee) 
7 N) Kata?) * 


i . 





.. 


Interv. ipsius y: 1, Bias 

Interv. ipsius z: i+2, 2 +1, i, 

RER (n—#) — (Hi. — #21)2? ; 
I) na) 





- 
—. 





u. 2ht4 
ie Mer 








(er 
#2) \I5 7° 





a 2 L 2 a 2 ” 2 “ a 
Moduli: X —Mı\ f 3 —%i \ 22 Aaı\[ #—% 
odul: n ee 7)» 3 2 2 208 1 Dich 
2 —% Hi —r un —ıX #4 —%#_ı 


vl 





ee x} — Kr ) 
- . . * m 
an — x? %; — Ha ‚ 


—ı 


ı 





— -_—— on BE 


Crelle’s Jonrnal d. M. Bd. All. Hft.3. 


28 
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2 HI. Interv. ipsius yY: 1, 2 J, 6. 2h+4. 
Interv. ipehes 2: 1, 5 ER 
i 1 ’ 1 


y- B 2 





ih+1 z” 


. + + 
Moduli ° er ——D, WE" Ran - 














2H-IV. \Interv. ipsius y: 1; 2, 3 Br arm 
!Interv. ipmus 27 2, 41,05 „u. 3 
N 2” 2: u na Mi 
Maar: 1—z?? U, . En 1-7 ° 





Has transformationes per idem theorema, quod apud integralia 
primi ordinis demonstravimus unam ex alia derivari, dummodo ubique 


loco numeri 6, 24%--4 ponatur, facile intelligitur. 





V. 


Quomodo integralia, hucusque tractata, inter limites reales 
quaslibet contenta, per aggregatum integralium formae: 





u 8 Ysin’amu.odu 
o V li —xisin’ama,.sin’amz)....(1— x; sin’am,, sin’ am u)] 
exprimantur. 


Ex iis, quae praemissa sunt, elucet, integrale 
Fx0x 


39. re a) (0 — &,) 2... (2 — on)? 





argumento x inter &, et @,+. versante,'per aptam classis 4 substitutio- 
nem quae per formulam (34.) exhibetur, ad huiusmodi integrale 
40 2 | Vz? 0z 
IS V Mt — 2) — 2?) ...(1—Rnrız*)])? 
ubi argumenti z valor unitatem haud superet, reduci posse; moduli per 


aequationes (35.) dantur. Eadem ratione integrale 
Fxdx 








Se (zx— &,) .... (x @2r+4)] 





2 Ye TEE 








Ki m 





a 
ee 


Pay 
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per formulam (37.), in eandem illam formam transformatur, ubi moduli 
per (37.) dantur. Vix adnotandum est, has binas transformationes, quas 
eiusdem secundi intervalli nominaverimus, esse, atque in tabula apud inte- 
gralia nostra sub eodem utriusque classis numero stare. Quae cum ita 
sint, integrale 














[ Fxo0x 
d «,V la —a,)@—e,).... (0 @2n44)]’ 
ipso x in intervallo «, et @,,, iacente et per integrale (40.), et per inte- 
grahum 
1 Vz *20z 
a —an a — 2 Rz \ 
Mama: 1 tt za Yi- u 2)....(1-2 2)| 
q = — Az — 15, u, > 
w,2?0z 





» 








- - ji RE, \ Pr b) 
; Vlu-:9u—r::: (1— Ze 2) aa: )- (1-3 )| 


aggregatum ita exprimi posse, ut argumentum novum <1 sit, apparet. 
Ponamus igitur <=sinam(u,x,), atque quia 1 >, >m>.. 
. Kynrı Est, 
"= x,sinam(2,,%), %=%sinam(0,,%) +++: %74ı =*%, sinam(Q,;, 4). 





Habemus igitur: 


ne 
LU % 


u V [(1—2?)(1—x?:*)]? 





atque: 
PFx.o0x. 


Ei AN z—1n,) (2 —M,).... (2 —M7.r4)] 
| + (sin? amu). du 
aut — zu 2 . 2 . \ \ / y \ ® 2a . 2 >) 
o V [(1—x7 sin? aın a, sin? amu)..... (L—%) sin* am ay7, sin? am «)] 

x v, (sin®amv).dv 
o V L(1— 7 sin?.coam as, sin® amv)....(1— #7 sin“ coaın a, sin® amv)] 
r% [ %,(sin®amv).dv 
Jo YV [(1— x sin®coam ar, sin? amv) .... (L— 7 sin® coama, sin? amv)] 


IUliıce habemus: 











aut = 








.c« ui 0%, X (u 
sin’ am (u, 2) = ( 7 et) ( ! ); 





. u Curl X— &ufi 
hie: 
sin’am(v,%,) = (u tutt) (22.22) = sin? coam (u, %,). 
Eu — Auf? N — Au? 
1 Ar 
, . s 02 : 
kEx notatiıone solemni : az = x posıtum est. 
va 


Jam vero inde integralis n evolutio duplex in series conver- 


° - st P ’ . . 
gentes secundum sigus anguli =— multiplorum comparata est. Si enim 
| 28 * 


2 
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formula 
ap (sin? amı u) 
V|lA— x»: sin®ama,sin? amu)....(1— x? sin? amaz, sin? am u)]? 





aut: 
v' (sin® amv) 
vV I(1—x; sin* coam as, sin? amv) .... (1—%? sin? coam a, sin? amv)]? 


per tbeoremata functionum Brugg in series convergentes secundum 





cosinus multiplorum anguli - . aut Z— - dissoluta sit, his seriebus per du 
multiplicatis atque integratione aa series desideratas adipiseimur. 
Inde denique sequitur, cum integrale 
2 Fx0x 
J/mV [ex —a,) (2 —@,)....(2—044)]? 
ubi zn et 2 valoribus quibuslibet realibus gaudent, ad aggregatum integra- 
lium formae (39.) reducatur, etiam hoc integrale per aggregatum serie- 
rum, quae secundum multiplorum anguli dati sinus progrediuntur, ex- 


primi posse. 





Adiiciamus adhuc de transformationibus eiusdem secundi iutervalli 


apud integralia primi erdinis notam, ad ufriusque modulos spectantem. 
Cum enim per utramque integrale 





ß Fx0x 
av [x —e,)(@— 0) .... (z—e,)] 


ad formam: 





/ y.z? 0z 
0 VIA—z2) (1 — #222) 1—A?22)(1—u?z?)] 
reducatur, in utra moduli minores sint, quaestio oritur. Iam vero obtine- 
mus alterius transformationis modulis x’, A’, a?” positis, prout habeamus 
aut: 1" > (1 —Ml—u), 
aut: 1- = (I—N)(1—p?), 
aut: 1" <(I—N)1—p?), 
alterius modulos ultimos deinceps aut minores aut eosdem aut maiores fore. 
Posito enim: 
1=RZ1-N te), 


erit: 
< ji 
EX ee ? 
S + Roy 
sıve: 
„a __ us E umae 
a et - as Zu, 
1— u > 1—1 > 











ä 
& 
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i sie. wu? M—h 1... . he 
quibus conditionibus, cum 1-0 TR ultimi alterius substitutionis mo- 





duli sint, quod erat demonstrandum, demonstratum est. 
Inde adhuc sequitur, ut novi moduli /? et 2° minores fiunt, quam A? et 
u’, fore: 1—N<y(i—x); si enim art bs" v(i—x’) esset, etiam esset 
1—w>y(1—x), unde sequeretur: 1—#"<(l—X) (1—u). Dum 
igitur A? inter limites x” et (I—y(1—x’)) continetur, nm? inter O et 
1—y (1—x°) iaceat necesse est. Ergo si #* ipsum quantitatem 1—y (1—x?) 
superat aut aequat, per substitutionem eiusdem secundi intervalli mini- 
mus modulus 2° inter limites O et 1—y (1—x’), atque secundus /? inter 
limites 2° et 1—y (1—x°) reducitur. Eodem modo, si ""<1—y(1—x) 
atque Y>1—y (1—r’) atque 1 >(I—N)(l— u?) fuerit, m” intra 
limites O et 1—y(1—x°) atque 2? intra A” et 1—y(1—x°) diminuuntur. 
Unde facillime diiudicari potest, utra transformatio integralis (39.) praefe- 
renda sit. Si enim habeamus: 
Ru ou Auti — u ur u \ [Eu — Eu? 
Fererni 2 ee) < Be (ee een) 
transformatio eiusdem numeri classis (B.) minores suppeditabit modulos, 














v1 | 
De tribus integralium Abelianorum cuiusque ordinis 
generibus principalibus. 


Integralia ultraelliptica, quae supra in hanc formam: 
/7 wz?dz 
vId—z»’(1—r2’)(1—% 2°)... (1-3 2°)] 
reduximus, functione ‘)z? alias aliasque induente formas, haud innumera- 
bilia transcendentium genera distineta constituunt, sed in cerfa quaedam 
genera principalia, quippe e quibus, algebraicis functionibus additis, ommia 
cetera eiusdem ordinis componere licet, dispartiri possunt. Primum sim- 
plicissimumque genus integralium Abelianorum Ati ordinis oritur, si Yz’ 
ut funetio rationalis integra ktum ipsius z” gradum haud superans assumi- 
tur. Cuius generis integralia per quamlibet substitutionum nostrarum 


formae 





2? ae m-ny? 


p+rgr’ 
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ubi coeflicientes ex superioribus eapitibus desumi possunt, in eandem ipso- 
rum formam revertuntur. Integralia eiusdem ordinis, ubi /z? aut integra 
functio superioris ordinis, aut fracta est, simili proprietate gaudere non 
videntur. De qua re priusquam amplius disseramus, integralium Abeliano- 
rum primi ordinis reductionem generalem ponere velimus. 


2 


Functio rationalis 2’, denominatore in mominatorem ducto, ad 
aggregatum Junctionis integrae et fractae, cuius nominatoris gradus deno- 
minatoris gradum haud aequat, reducta sit. Jam vero per methodos 
notissimas functio fracta illa in fractionis simplices resoluta sit, quae hac 
forma gaudeant: 








N 
(1 _ ) 
x m? 4 


abi constantes /V et m quemque valorem realem imaginariumve habere 
possunt. AInde clarum fit, has duas generales integralium propositorum 
formas remanere: 


pr 
‚mn, 
\ 


Jpr L—:?) 1—x? 2?) (1-4? 2?) (1— 40? z*)]? 





ei 





u N oz 
N —— 
(—— 2?) VIA) 1? 22)(1 4° 2°) (1— u? 22)] 
ad quarum aggregata omnia .cetera primi ordinis reduci possint. Illam for- 
mam per Z”, hanc per Y'”' denotemus. Jam wvero hie quaestio oritur, 
quot et quinam numeri a et p sint, ut ad Z” et YP ceterae cunctac 
functiones similes, algebraieis functionibus ‚adiectis, reduci possint. 
Ponamus hunc ad finem in aequatione identica: 
jver+fWaU=UvV, 
= /’[(1— Z) AA) NA) A)= Az, Ve, 
Evolvamus vero, ante substitutionem introductam, quantitatem ZU? ad 
dignitates ascendentes ipsius Z°, ita uf sit: 
D=1-(+N2+A+BE—B+O)EH+ CH, 


ubi positum est: 


A=KHN tu, 
B=EN ten HrN., 
Cm N. 


Tum habemus: 











ir 
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vr = 5 Be 


Im—8 
= (mn [ETFEU—-A+NEH+A+DE2—(B+O)S+ CH] 
Bes (Im— TIZU— A+-A)ZTIH+ (4-+-B) Zu) (B+C) ZedLCcZ"], 
atque: 
' Spin. 7 | WER 
VL Iu=f 7 UN: +%A+B)2—3(B+O)2+4CH] 
— (1 + NZ HYAHBZUO—3(BHOZODLICZEN. 
Ouibus formulis congregatis, haec aequationem identicam adipiscimur: 
1. 29712 = (2m 7) ZI (2m —6)(1+ A) Zu 
(2m — 5)( 44 B) Zu9 — (Am—4) (B+C) Zr (2m — 3) CcZm), 
Quae formula docet integrale Z+") semper per integralia ZU, Zw, Z9, 


Z®, et algebraicam ipsius x functionem exprimi posse, % quoque valore 
integro positivo gaudente. Derivatur enim ex formula praemissa haec, si 


m=(4-+-h) ponatur: 
zZ, Az 1+?2n 1 




















2 (+4) — —_ — N pr m ned Ant (+1) 
. 2 5+22)C 5+2n w er u 2 
+9, 
 54£2%°' 2X Were zZ" 


unde clarum fit, ZU? per ZU, ZI, a zu» De posse, ita 
ut numero 7% sensim diminuto ad ZZ”, ZW, Z®, ZW revenire liceat. 
Adnotemus etiam, integralia Z” quae sub forma Y" ut speciales casus, 


2 1 Tı 1 > z x 
ubi N=(- —) et 7 = x ponifur, continentur, etiam per «uatuor 
illa integralia exprimi posse. Ponamus enim m =3— in formula (1.); 


tum habemus: 

— hl) fr on 

q (hl) u —_ I (-h) 
3. ” = TZr+t Fragt? ar tr 


2ıh— 2r—3 
Gh) 


unde clarum fit, indicem 7% usque ad O diminui posse. 
Iam vero ad reductionem functionum Y transeamus. Ponamus: 
U=:zV[(1—(+22?+(4+B:2*—(B+C)2°+C:°)] = :4z, 
BE urn 
V’= (1-2 ) ; 


Inde fit: 








629 —h), 





3 
ig 
| . 
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Ba ach „0-9 7 2 .(z? —(1--AN:z ga en mais 2 





(1-—2°)".4: 


"pr U gras 02.4z ae 14-4) AH HBB 4040) 
1 


(1-- _ — 22) 4: 


„ pestzuns nn angang-mgasete 
= 1 p— . 
(1-—:®) Az 


zn 








z 2°) 


sive: 





lam vero nominatores formularum (4.) et (5.), quippe qui ratio- 
nales ipsius = functiones integrae sunt, in seriem finitam ad dignitates 


. . 1 2) 0 
ipsius (i— — 2?) progredientem, evolvantur. Quam ad finem, priori no- 
minatore per fz’ denotato, habemus: 


2) mm 


fa) = S(m’)— m’. Sf (m?) + m! — -5—f" (m?) —ete., 








ubi per f’ (m?), f'' (m?) functiones Ge ipsius /z’, quantitate z? ut va- 
riabili assumta, atque loco ipsius z’, quantitate 7° substituta, significamus. 
Facile videmus nomiuatorem formulae (5.) esse = f’ (z?); nec non habemus: 


fm’) m—(1 + A) m’+(A+Bb)m’—(B+ Cm’ Cm", 
fm’) —2(1+N)m+3(4+B)m’—4(B+- Om’ +5Cm®, 
f‘(m’) = —1.21+4+2.3.4+B 


IN 





fm?) = 1.2.3(4+B)—2.3.4B-+C)m’+3.4.50mt, 
fm’) = —1.2.3.4(B+ 0)+2.3.4.5.0m', 
I (m?) — 1.2.3,4.9C. 


Quibus formulis adhibitis, ex aequatione identica: 
fv: P+/veUv — DV, 


haunc adipiscimur aequationem: 


pN) fm IR En: A "m Yir-» 








Na: *: 
(1 ig Ber . Gm ftH(m>) )y 1-4 ZB m° f*'(m 2) Yr)_ 2 Rt en 1 — T m f*m>) Yip-5) P 
m 1.2. 3, gm 1. 14318 \ 


Hinc denique hano generalem formulam reductionis derivamus: 
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6. 2 —1)1—A1+Nm+(4+B)m'—(B+C)m°+Cm’]Y 
2p—3)1— 2 (1+A)m?+3(A+B)m’—4(B+C)m° +5Cm’] Ye» 
+(2p— [a +A)m—3(4+B)m’+6(B+ C)m°— 10 Cm?] Ye? 
— !+&p—5)[(A+B)m—4(B-+ C)m° +10 Cm’] Yr— 


+(2p—6HLB+OM’—5CH] Er p—T)CmYe-n + NL: 


(1-5) 


Qua formula ostenditur, si p>?2 ponatur, Y'? semper per functiones Y 
cum minoribus indicibus, idonea functione algebraica addita, exprimi posse. 
Si usque ad =? pervenimus, Y'” per Y®, Y”, Y®, Y=?, Y® expri- 
muntur, quarum quatuor ultimae facile ad functiones ZU, ZW, ZU, zZ») 
reduci possunt. 

Quae cum ita sint, omnia integralia Abeliana prima ordinis ad has 
functiones 





n, fe u a id f: N6z 
1-5) 


m? 





reduci posse, clare demonstratum est. 
Adiiciantur adhuc hic formulae in generali theoria haud superva- 


caneae, quae ex aequatione (6.), ibi primo termino =0 posito, atque 
= facto, emergunt, Habemus enim his positis: 


1—(1+Am’+(4+D)m’—(B+C)m® + Um’ = 0, 
(1— m?) 1— m’x’) (1 — m’a)(1— m’ u?) = 0, 


Inde sequuntur hae suppositiones, ut primus terminus evanescat, auf: 





sive 





m’ — Au zu 00 
BR == 00; 
tum enim fit 
w=0, MWefl, mwo/f, myn—fTP: eo, 
z2 122 Az? Az 


aut: 
RR s ng w 
"1, udfum’=,, um, aut BAR u a 
Inde, functionibus ZU, Zw, Z&, Z> loco ipsorum X, Y», YC®, Y=® apte 
introductis, ex aequatione (6.) has formulas memorabiles derivamus: 


1. = (44B)ZW_2(B+0) Zw +30 zu — 








Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hit. 3. 29 
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yezed—a)d—unds 
(i—z?)4z 
= —(A+B+OZO+A+B- ZI QB+OZI 30204 FE. 
_—. 


(1 in I Pin nn sd are +50): 






































9. (1—x?2?)4z 
_ ern Hm 
— ONE 
(2 42 ep Mal .de u. >): 
10. FT 
Q 
eng ar PAE®.- zu 


ıBLO) C 21z 
‘u za A 2,28 
+2 -T)jz0r 2 an 


_ 2dM, 3(A+B) LES PRIAEN 


( HR u 1} u 
11. f RL. Az 


(SE m B+6) RR. u 

u u wu’ u u 
2(B-+C) c) 3C 2dz 
erh — ERE — ZI 

+( e ’ : 1" 1— u? 2°? 





























E = »f 1 
Quae formulae docent, integralia formae Y”’, quorum parameter — vel 
m 


uni modulorum, vel heise aequus est, vel in infinitum abit, semper ad in- 
tegralia formae Z, ZW, Z°, Z° algebraica functione adiecta, reduci posse. 


Jam vero, ut distributionem integralium propositorum definiamus, 
ad ilam quaestionem generalem reverti licet, ad quaenam integralium for- 
mas delabamur, duodecim nostris substitutionibus fundamentalibus in inte- 


gralia formae: 
er g* = 





introductis. 


2 
Has enim duodecim substitutiones formae: 2’ = 7 — in quinque 


illis functionibus, ad quas omnes ceteras reduximus, adhibere debemus. 








: : ‘E- 2?0z. 
Quo facto, integralia } T et FL 7, in hanc formam abeunt: 
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Er? 


Integralia vero [= _.: in horum commutantur integralium aggregatum: 


(A+By:)öy +f Nöy 
dy n gqy° A i 
(1+27)47 


Integralia formae: Ei; En, hanc formam induunt: 


u dy una 2 AR Noy 
S fer = "fa: 1,2) 4 


quorum integralium secundum per Kain spot ad talia integralia: 


je ‚+B,7°)öy +f2 xt, er. Edy 
(14272) 4 
reducitur, functione algebraica adiecta; ita ut integrale F Er per hoc 
aggregatum: 
SEHR + (Cyr Hoyer [Nor —+/y 
Kkdr)4 
exprimatur, ubi 4, B, C, D, !V constantes determinandae, atque fy func- 


tio algebraica est. 


Integralia denique ultima I u. 
(1-)4: 






































‚„ per huiusmodi aggregatum 


exprimuntur: 








f Ära + [ Noy i 
47 Ji — Zy?)d: 


Iam vero ex artc. (33.) et (34.) capitis tertü videmus, quantitatem — 1 


in omnibus duodeeim substitutionibus, vel modulum novi integralis, vel 
—=1, vel=0, vel = fieri, ” ut integralia formae Y, quae apud 








z x dz 
/: ap proveniant, ex formulis 


draemissis (7.), (8.), (9.), (10.), (11.), ad integralia formae Z, ZU, Z9, Z® 
reduci possint. Habemus igitur has reductiones, si duodecim substitutio- 
nes adhibeamus: 


Integralia formae / aid Le qualibet substitutione fundamentali 


transformationem integralium [zZ 











facta, in eandem formam ae 
29 * 
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° z* Dz* . . 
Integralia formae Vi > er je qualibet illarum substitutionum 


adhibita, reductionibus factis ad haec integralia reveniunt, functione alge- 
braica adiecta: 











(A, nut z’)0z +/® C, ie a z oz 


Integralia formae fr =, , qualibet substitutione fundamentali 
Az 





m 





introdueta, in huiusmodi integralia abeunt: 


ed T Ndz 


(1—&,)42 








Semper igitur ad tria genera integralium reducimur,. quae etiam 
prorsus diversa natura gaudere, eodem modo ac tria genera integralium 


ellipticorum, videbimus. Vocemus igitur primum genus: 
:(M,+-M,2’)dz 








a Az = 11,3 wo 

secundum genus: 
:(M,z*+-M,=*’)0z __ he 
S. dz BE 


tertium genus: 





0% = I;z 
Ihres en a 


m 


ubi quantitas c constans quaelibet est. 








v2. 
Theorematis fundamentalis expositio generalis. 


Quam distributionem ex natura integralium Abelianorum emanare, 
theoremate Abeliano fundamentali demonstratur, quippe quod hic ex- 


ponamus. 
Hunc ad finem has functiones integras ipsius x alteram parem, 
alteram imparem assumamus: 
„ jAt+Ar+ et +40”, 
12. \Ec+B@°+ et. + B,arH, 
utramlibet functionem, per ©,x denotemus, alteramque per ©,x. Deinde 
functionem (1— x’) I— a’) 1—Ax’)(1—u’x’) in duos factores pares 
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O,x et ®,x discerpamus, ita habeamus: 

13. vIU—- ee) AR) — Na’) l—ar) = y(9r.9x) = Ar 
Iam vero dico functiones: 

(92) (Pıx) et (9,8) (O,x) 

eiusdem ordinis ipsius x esse non posse, quia numerus quo differentia 
ordinum ipsorum (9,x)° et (0, x)’ exhibetur, formae 4X-+-?2 est, dum 
differentia ordinum functionum P,x et 9,x divisore 4 gaudet. Hanc ob 
rem, @,x ut eam ambarum functionum (12.) assumere licet, «qua ordo 
ipsius (9,x)’P,x maior quam ipsius (9,x)’P,x ordo reddatur. 

Tum pono productum hoc: 

14. (99,2 — (9x) dx = Fi, 
in factores formae x’— x) dissolutum esse, ita ut habeamus; 
15. (A M—(r) dx = A’— ai) —R) (ar — LE) 
ubi 4 quantitas ab x non dependens est. 

Iam vero coefficientibus 4,, 4, etc. atque B,, B, etc. ut functio- 
nibus unius vel plurium variabilium independentium, quas y, z etc. voca- 
mus, tractatis, contra x’, A’, u’, ut constantibus, radices x,, x, etc. functio- 
nes quantitatum y, z etc. fore clarum est. Illustrissimum igitur theorema 
Abelianum, ad nostrum casum specialem restrictum, ita audit: 

„ Quantitatibus x,, x, etc. ex aequatione (15.) determinatis, hae 
„telationes trium transcendentium 77,, IZ,, IT, valebunt: 

& 1,0%, +&1I,x, + etc. +e,Ihx,+C == 0, 

alba EI tete +EeIh,x,tC= vw 

I; +& I; tete. +8,,2,+C0= (, 
„ubi C quantitas constans est, quae nec cum quantitatibus y, 2, etc. nec 
„cum coefficientibus 4,, 4, etc. B,, B, etc. mutatur, v vero functio al- 
„gebraica et Ö functio logarithmica earundem quantitatum vel coefficien- 
„tium, tum denique &, & etc. =-+1 vel =—1 his aequationibus deter- 
„minantur: 
16. = (O,x,)V (p,x,) m (9, x,) V(p, =.) (9, Xu) V ($,%,) RL 

9,2, V(P. x)?” — 9,%4V (P,%;) ,KuV (P2 Cu) 
In producto enim (14.) loco ipsius x° prima radieum aequatio- 
nis (15.) =xi introducta atque per 0,0, x, et 6,0, x, his functionibus: 
OAn on 











etc., = 





04, 04, 2 0A, 4 2 
Br nrg, at — y” 5 


oB, OB, oB, IB,» 
9, ” + a, rt a, rt etc. +7,00 


17. 
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apte denotatis, ex (15.) haec aequatio deducitur: 
18. (9,2) Ma (9x9, = 0, 
atque huius differentiale partiale, dum x, ut functio ipsius y tractatur: 


19. Fir. +2 [9,x18, 9,%,.9,0, — 9;%,. 0, 9,2,9:x] = 0. 


Hic vero ig quae ex aequationibus (16.) facillime deducuntur: 


I,%ı O,Xı =— & 9,% 1%, 
0,0, 90, = &09,8, IX, 
substitutis, atque utroque termino per (1— =). F'x,.A4&, diviso, naneiscimur: 
2(9, x, 9,8, 9r,0,8) _ Pk? 1 


20. 








Fo) (1-2) IXZ {-&)42, 


re 5) Is, Eur 


m 

ex aequatione (20.) cum quantitates zn’, x, A, u’, c constantes sint, se- 
quitur haec: 

di; ol,x, __ 2(9,2,)0,9,2,—0,x,9,0,x,) 

® N — - 
er (1-22) Piz, 
m 
Prorsus eadem ratione nanciscimur similem aequationem_ differentialem 
partialem pro quaque ceterarum radicum, nimirum; 
.„ eN,x, __ 2((9, 2), 9,2.) (9,%,)(d, 0, &,)) 


a (1-2) n4 


Sin ponamus: 

















21. etc. 
o,x. _ (9, x,.)(0,9, 2 —(9,xu) (6, 9, x.) 
Bi m. AM " . 9 
oy Eu k 
(1) Pau 


Functionis integrae: j 


O,x0, I, 9,00, IX 
ordo numerum ?2-+-?2p--1 superare nequit, quo functionis F'x ordo 
semper maior est; ita ex notissimo theoremate de fractionibus algebraicis 


sequitur esse: 
n (9, x.) (0, Q, x) (9, X ı)(ö, Q, Ic ‚) + O, L, Ö, 9, 2,— 0, K, 0,9, oc 


(Fr Fre 


O,Cudy ee ‚Zu0,O,x%u __ m (©,m) (0,0, m) —(9, m) (6,0, m) 








:L, 











 ° 





3 rn / 
(1-: BE; 2) 7 3. 2 Fim) 


m 
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Aequationibus igitur (21.) additis, habemus: 
29, O[IT, x, + IT, x,-t+etc. + II, x.] in m.(©, m)(d,©,m) — (9, m) (0, ©, m) 
oYy Fm 


eodemque calculo ad variabiles ceteras independentes, z, etc. extenso, lis- 








demque signis adhibitis: 


93 o(II,x,+-II,x, etc. +I,x,) __ m.(,md.0,m— ©,m0.®, m) 
x Oz rg Fm 


. etc. 
Ex his aequationibus differentialibus partialibus, aequatio haec differentia- 
lis totalis derivatur, loco Fr valore ex (14.) substituto: 
j _ m(O,m.09,m—@©,md®,m) 
24. (IL, + I, ete. HI,x,) = ee 
ubi per 00,m et 00,m hae formulae differentiales denotantur: 


0A, +m?’0 A, + m’ A,-+ete. +m?"0A,, 
möB,+ m’0 B, + m’OB,- etc. —m’rt!oB,. 


Aequatione (24.) integrata, adipiscimur: 











ER TN.... 58 O ‚mV (p,m)+®, mV (p,m) 
25. IL, +1,x,+ ete. + I; «tr u 2 Am log 9,mY (9,m)—O,mV ($,m)* 


Hac aequatione tertia aequatio theorematis enuntiati exhibetur. Ut utram- 
que priorem eiusdem theorematis aequationem inde derivemus, utrumque 





o . ” “ ” . “ ” “ 1 
terminum aequationis (24.) in seriem secundum dignitates ipsius — ascen- 


dentes progredientem evolvamus necesse est. Quem ad finem in integrali: 


L.% A =") 


ir ra: 


posito, prior terminus hanc seriem praebet: 


la du fe" 3er to 4 fe) 
MR ln “2° 10 te of” : x, TERN Huf, ") 








1— etc. 





m* 




















m 


+ pas x, EL: NE: =. ‚a: tete. +: u ae) 
4 etc. 


Alter terminus ita scriptus: 
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m (+5 = ve) | 


0.2 log 
a 7 5 


in hoc differentiale abit: 


(rel+3 te. 


Cum vero ©, m y(9,’n)) maiori potestate summa ipsius 2, quam ©, my (®,m) 
2 


. 1) “ a ® . . 
gaudere, assumtum sit, nec non zB n / (2: ”) functio' impar sit, eidem 
Jı m pm 


functioni hanc formam tribuere licet: 
1 1 1 
m (D+Dia+Ds tete). 
Eodem modo functio GE in huiusmodi seriem secundum potestates ipsius 
1 o 
> progredientem Ei necesse est: 


en —(E, +E,- + ete.). 


Ouibus collectis seeundus terminus „a potestates ipsius e evolutus hac 





i 
4 





re 

















forma gaudebit: 
’ D 1 
21, — .(E,D)+20. 6 (ED, +ED,+3DiE,) + etc. 


ubi E,, Ei, +» Düs Dis -»».» functiones finitae algebraicae coefficientium 
ipsorum ©,x et ©,x fiunt. Evolutione (26.) cum hac ultima collata, quippe 
quae pro quoque valore ipsius z valet, nanciscimur has relationes, dum 
integrationes faciamus: 


X IC, x2 Si 0X 
Net zu tat] Ze te= 
xıardx, a? 2 Kun OK u 
Wie He tete Huf +0, 
YXı X 2 Zi da 
uf = +a/f” nn ete. FE "+0 = BD, 


u urn f” ER La + Ya ER C=ED-+ED, 
+3B,D}. | 














Hinc utraque prior relatio in theoremate enuntiata, derivatur. 

Prorsus simili ratione integralia Abeliana superiorum ordinum in 
tria genera diversa dividuntur, ad quae cetera eiusdem ordinis omnia re- 
duci possunt. Quam rem calculi extensi causa praetermittamus. Tria ge- 
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nera transcendentium hoc modo primo introducta, cum fribus generibus 
integralium ellipticorum eadem natura gaudere, ex iis quae supra allata 
sunt, clarum esse videtur. 

Ex theoremate allato, theorema de additione functionum Abelianorum 
ita derivare possumus. Ponamus coefficientes functionum 9,x et 9,x: As, 
A,,ete. A,; Bo, Bı, etc. BD, per (p+r-+-1) quantitates ©,, ©, »... 
ita determinatos, ut habeamus: _ 

9,8%. V (Pır) = 9x V (9, x), 

9,%.V (9) = 9,0y(9.x:), 

etc. 
9, Ko4n+1° v (9x p+n+1) = 0,8441 (9x o+n+1)s 
unde p-+r2-+?2 coefficientium illorum omnes usque ad unum, qui in 
aequatione (18.) per divisionem tollitur, ut functiones rationales ipsorum 
2, 2, etc. V(OıX2), V (Pıx) etc. atque V(P,x,), V (9,%,) etc. inveniun- 
tur. OQuas quantitates x, ©, etc, in locum variabilium independentium 
y, etc. successisse, clarum est. Aequatione (18.) vero per productum 
(x? — x) (2° — x) un (EI rn) 

divisa, ceterae quantitates =y4,425 Lptnts,5 etc. x, ut radices aequationis 
(e—p—n—1jti ordinis dantur, cuius coefficientes ipsorum x, „X, etc. 
v (9x) V (9%) et. V(9.&Xı), V (92%) etc. functiones rationales fient. 
Quippe quae aequatio, ordinibus ipsorum 9,x et 9,x apte electis, secun- 
dum gradum ipsius x, haud superat, quo minore gaudere nequit. Sit 
enim ordo functionis 9,x = 2v, nec non ipsius 9,x = ?y,, tum sive G,x 
sive 9,x functio par est, quia functio (9,x)’Q,x ordine Qu gaudef, quem 
ordo ipsius (9,x)’9,x haud aequat, habemus: 


2u>?2n+u+?2p+1-+n, 
>ntp + tr 43, 


unde sequitur numerus relinquarum radicum: 


= u—n—p—1>t% —;, 


Ergo, cum v, +, =4# sit, ordo ipsius x”, in aequatione, de qua diximus, 
Dumerum superet, necesse est. Ut vero hic ordo fiat secundus, habemus, 
si functio 9,& ordinis 27 fuerit, hanc conditionem : 
p=ntp+3=2ntv, 
sive p=n-+vw—3, 
sin functio O,x ordinis 2? +1 fuerit, hanc aequationem: 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hft.3. 30 


Totnt 


sive 
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sive: e=n+pr+3=2pr+1H+v, 





n =» + Vi 2, 
Illic habemus ordinem ipsius 9,x.y (9, x), =?2n-tv, et ipsius 9,0 y (D,x), 
—= ?n+v,—1, hie vero ordinem ipsius 9, xy (9x), =2p-+1-+v, et ip- 
sus Sry (dx), =R2p-tv.: 
Unde videmus in huiusmodi evolutione fractionis: 


09,2. V(Q,%) ;. 1 1 
9,x2VY(p,2) 2 +9 z tete 


coefficientem D, evanescere non posse, sed functionem algebraicam quan- 
titatum x, x, etc. fore. 
His collatis theorema illustre antea expositum ita enuntiare licet: 
„Si quantitates X, X, etc. x,_, ut datae assumantur, unicuique trium 
„harum inter integralia IZ,, IZ,, IT, relationum: 
Ina, +11, 0% etc. +1, x,-: 
— £,1 181 &, Ih 8, —C. 
I,&, +1,24 etc. +1,%,-. 
—= — 2, ıIhx&,1—eIbx,—C+M,E,D,+M,E,D,+E,D,+3E,D;), 
IH,&, + 12,0, + etc. + H;,x,_. 
= — 21 lb2,1— I, — C+ 510g . en 2 Feen, 
„haec aequatio quadratica ipsius x’ respondet, 
(9, x).9,0%—(0,x)*. p,Xx 
(2? — 27) (2° — 25)... (2 ri) 
„Ubi habemus: 

I = YU-a) UL) RE] = V(9ıx 9x) 
„atque functionis 9, x ordine —=?y,, ipsius P,x ordine = 2v, posito, si 
„numerum £—=?2r--v, ponamus: 

9x —= A+A + etc. +4,x”, 
9,2 = B,+B,x°-+ etc. + EN 
„sin numerum 2£—=2p--1--v, ponamus: 
9x2 = Ax+Ax+ eto. +4, xt, 
9x2 =b, +Bx*-+ etc. + Bo un, 
„Coefäcientes functionum ®,x et 9, his aequationibus determinantur: 
9,2, V (9%) = %xı Y (9x) 
930 y Mm) = 9m Y(P: %.); 


etc. 
9,&u-2V (Pı Kun) = 9% Ku V (P. Ku-2° 











= Au—x,,)(e— x.) = 0. 








ee Pr 2 2 
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„, Functiones algebraicae, quas per D et E denotavimus, ut coefhicientes 
„harum serierum dantur: 


9, ze Ve - A Den tDız tan 


Tz = Ks "+ E%+ ete. 


‚‚ quantitates denique &,-, et &, inde ex his ambabus aequationibus inve- 
„niuntur: 


& DR 9, Tu v(e Zu=t) ee == 9, Lu ve =) „ 
ul G, u! \Pz Ku u A 9,2." \p, Tuf, P 











Scholion. 

Aequatio quadratica, cuius radices x,_, et Lu sunt, duabus aequa- 
tionibus algebraicis inter quantitates a, re a , aequivalet, pro binis 
aequationibus transcendentalibus, quae ex arbitriis nominatoris ipsius /Z, x 
coefficientibus originem trahunt, locum tenens. Quas aequationes protinus 
ex theoremate ipso provenire, alio loco ostendeimus, 

Inde ex hoc theoremate, numeros v, et v; Quibuscunque modis, 
fieri potest, ut summam —=4 elfieiant, mutantes, totidem varias suppo- 
sitiones aequationis (18.) derivare licet, quibus factis aggregatum quotquot 
datorum integralium Abelianorum primi ordinis, ad aggregatam duorum 


reducuntur. 





Adnotandum adhue est, Cl. Le Gendre in commentatione iam 
eitata (Fonctions elliptiques, troisieme supplement $. II. art. 220.) integra- 


lia huius formae: 
fi oxfx 
J (ve—e)VY (px) 


in tria genera dividentem, in errorem inductum esse, cum obtinuerit inte- 


gralia formae: 
IFes Bi .. 


Am 

2 
functionis @x, par sive impar fuerit, functione algebraica adiecta compa- 
rari posse, hancque ob rem secundum genus horum transcendentium con- 


stituere. E notatione enim illie introducta, est: 
Ze = CHIX 








nisi numerus e minor quam 1 sive assumatur, prout A, ordo 


30° 
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ER 
a 
6 ri . 
EREFTE j 


. . ih % u 2 
ubi per Z7’X coefficiens ipsius zZ; im evolutione secundum ascendentes ip- 


> ‘ > 5 . v 
sius — potestates progrediente, functionis huius: 


x ' (ee m) 





Ve) > \02V(9,0)—-9,2V (9%) 
denotatur, ibi posito: 
9x = a, +a0x tete. +a x”, 
92 = bh rbhr tete +b,ar, 
9er = m, t+axr+tete. +e,x”, 


9x = Bu + Bıx +etc. +P.x=", 
v(9x.P.x) = V(Px). 


iam vero facillime intelligitur, hanc functionem IIX etiam logarithmicam 
leri posse. Cum enim sit v,+V,=A, numero A ut pari assumto, ponamus: 


in huiusmodi seriem dissoluta : 





’ ce 
tum fractione 
V (px) 


2 
1 ar 1 1 
(-) IE+B,—+BZ+ etc], 


I, 


et functione: 





lo: Mat Fon del XV ($, *) ) 
5\5:V 2) +9,xV (4,8) 


ın huius formae seriem abeunte: 


a.Va,+buV Pu 1 3 
log Erz - 5, VE) ra x . 2 rec. 


habemus, e = a I posito: 











3 An Va, b, V Pu 
iIIX = E, 108 (27 ver va)» 


t RE OR 
atque e = posito: 





ä Va,+b,V Pu 
HX = E,D,+E,log (© Id, + v2) 
21 > p A 


etc. 


Haud praetermittamus adnotare, posito ?(2—p) = a—v numerum 
novorum integralium, per quorum aggregatum, quotquot datorum integra- 


lium eiusdem formae aggregatum, exprimitur, quam minimo valore = - 
gaudere. Habemus enim numero omnium radicum e posito, quia ?(r—p) 


=u—y est: 
e=?rntvm=2rptu 


ergo: 
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v 4 
ent + Fe =n4r4z- 
Numerus datorum integralium = r-+p-+-1 esse debet, ergo numerus no- 


vorum est: 


= e—n—p—-i> 1. q. e. d. 


Cum primum igitur integralium formae: 
x 0x 
v(Px) 


A . . ’ . . 
aggregatum, per ——1 integralia nova exprimere velimus, functionem lo- 


garithmicam adiiciamus necesse est. Unde clarum fit, illa integralia, si A 


par est, atque e> 4], ad tertium genus transcendentium, quippe quod, 


functione logarithmica adiecta, comparatur, referenda esse. 

Omnia, quae de integralibus Abelianis primi ordinis hactenus attu- 
limus, sine ulla difhicultate ad ceteros ordines extendi possunt. Quorum 
ordinum integralia eodem modo in terna genera diversa dividuntur, quo- 
rum primum quantitate constante, secundum functione algebraica, tertium 
functione logarithmica adiecta, comparationem admittit. Haec vero hic 
non exposita sunt, parfim quia per se ex iis quae attulimus emanant, 
partim quia in disquisitionibus nostris altioribus, inprimis integralia Abe- 
liana primi ordinis, proxima ad integralia elliptica, amplexi sumus. 
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17. 
Memoire sur lintegration des equations lindaires aux 
differences de tous les ordres. 


(Par Mr. Guillaume Libri.) 
(Lu a l’Academie Royale des sciences de Paris le 28. Octobre 1833.) 





Introduetion. 


hı existe en analyse plusieurs questions qu’on sait r&soudre seulement dans 
les cas particuliers, mais dont on ne connait pas la rdsolution generale. 
Je me propose de prouver, dans une autre occasion, que l’on possede tous 
les @lömens necessaires pour ©crire en analyse les op£rations particulieres 
qu’on sait effectuer, et pour en deduire dans tous les cas la formule g6- 
n@rale cherchee. Mais dans le memoire que jai P’honneur de pr£senter 
aujourd’hui a V’Academie, je m’occupe seulement d’une question speciale 
du genre de celles que je viens d’indiquer: e’est-A-dire de V’integration 
des @quations lindaires aux differences de tous les ordres. 

On sait que dans toute @quation aux differences, si Fon donne une 
valeur determinde a la variable, on pourra toujours trouver expression 
de linconnue ü l’aide d’eliminations successives. Integrer l’@quation pro- 
posce n’est autre chose que trouver le resultat d’un nombre indefini d’eli- 
minations. Non seulement ce probleme n’a pas te r&solu daus toute sa 
gencralit@, mais m&me dans les @quations qu’on appelle lineaires, on ne 
sait resoudre completement que celle du premier ordre, dont l’integrale a 
et‘ donnde par Lagrange. Lintegration des &quations lindaires aux 
differences est une question d’autant plus importante, qu’elle se presente 
lorsqu’on cherche l’expression en scrie de Lintegrale des &quations diffe- 
rentielles lindaires, @quations qui se rencontrent sans cesse dans les appli- 
cations de lanalyse au calcul des phenomenes naturels. 

En 1827 jai publi& un memoire sur quelques formules generales 
d’analyse, dans lequel je suis parvenu ü exprimer le terme general du de- 
veloppement du polynome, sans passer par les termes prec&dens, comme 
on l’avait fait jusqu’alors. Pour arriver a cette formule j’ai dü integrer une 
quation lincaire aux differences d’ordre indefini. Maintenant pour trou- 
ver lintegrale d’une &quation lindaire aux differences d’un ordre determine 
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quelconque, j’ai tache de la r&eduire a une autre dquation d’ordre indefini 
du genre de celles que j’avais int@grees dans le m&moire cite. A cet eflet 
Jai suppose que l’@quation proposde £tait d’ordre ind£fini, et puis j’ai mul- 
pliE chacun de ses termes par une fonction discontinue telle qu'elle devint 
zero pour tous les termes ajoutes ü l’&quation proposde, et qu’elle fut 
egale a l’unite pour tous les termes compris dans cette &quation. De cette 
maniere ayant ramen® l’&quation proposce ä une autre &quation que ja- 
vais dejäü integree, je n’ai eu qu’ü effectuer les substitutions pour avoir 
l'int@grale cherchee. Dans ce m@moire je donne l’integrale de l’&quation 
lineaire aux diff@rences du second ordre ä coefficiens variable. Par une 
analyse absolument semblable, on int@grerait toutes les &quations lindaires 
aux differences des ordres supe@rieurs. 

Les fonctions discontinues que j’ai choisies pour facteurs, sont d’une 
grande simplicite. Je les ai employdes pour la premiere fois dans un me&- 
moire qui a paru recemment dans le Journal de Math. de Mr. Crelle. 
On pourrait se servir egalement des autres fonctions discontinues dejä con- 
nues, et on r&soudrait &galement le probleme. 





Analyse. 
Etant proposee l’@quation aux differences d’ordre indefini 
Yxo = 9x (Yo t Pre) rı tr Pr lIY tr Pr) r le )Yr > 
+ P, (EV x—2 + pP, (Yo 
si lon y substitue successivement les valeurs de y:, Y;; Ya, etc., deduites 
des m&mes &quations, on aura la serie 
Yo Pot Pr) Yı 
+92), ar, tr Dr} 
+9. a) {Hr tr tPB8 [dr t+Pr Mr] 
RG 7 Ale uk RG 7 Ak uk FR JEL ZACIE Ak ul AUCIR ZA: 
he zuhih Wi 9, IND Dr Ft P: EN 
9,(5)y,+P,5)y, + 9; (5) (P, 2)y,t+9.%9>,) 
+9.) HH DER AIN rt r;]} 
Et NN) 
HB IH) | 
er“ . EL +Yyula) Au» » 
+9, (,) re (wi Ir VOR" RER (&,—2)y, + ete.} 
+9,00) {px 1) yo + Pro (a1) r, + etc} 
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dans laquelle la loi des termes est manifeste, car le terme A, se forme 
en changeant x, en u dans tous les termes pr&cedens. 


A present si l’on partage cette serie en autant de series partielles 
quil y a de faoteurs, ou, ce qui revient au möme, si lon groupe sut- 
cessivement tous les termes composes d’un seul, ou de deux, ou de trois 
facteurs, et ainsi de suite (en ne consid&rant generalement 9, (u) y+P9,(u)y. 
que comme un seul facteur) on aura l’&quation 


| B, px (2) Yo + Promi (x) Y, 
+B 49x, Art DN)+ 9x3) (P; (3)y,+9,3)>,) 








TRY): - 
| 9 Ro) (px (2) yo + 9x3 (8,2) Y,) 
Yo =irB= tr)! u 
LICHT CA CAB Az LH CIE Te ak AOL CHEIE An LAGE A TERR 
HERNE EL... 2) (9, Art Pr.) | 
NR (HI F+ PS) Y,)-...+ etc. 
ug etc, r etc. 








dans laquelle on a indiqu@ par B,, B,, B,, etc. les series composdes d’un 
seul, de deux, de trois facteurs etc. 


Maintenant la serie B, a pour terme gendral 
Pro Pr EN F+ Pr) N) 
(pourvu que l’on donne successivement ä x, toutes les valeurs 2, 3, 4 
. 2,—1) et partant on aura 


%,=X, 


B, = 2 Pxo=x; (2) (Px, (@,) Yo + Pxı-ı (2,)Y,). 


0,2 
De meme la serie B, a pour terme general 
Pxo—x, (X,) Px—xz (X,) (Yx; (x) Yo + px (2,)y ı) 
ou l’on doit faire successirement | 


2, =3,4, ER 01, 
ED SE Be j 
d’ou l’on deduira 
x=xo—1 xx 


B, = >> >> Pxo—x, (2) Px—x, (2,) (7 Y2 (z,) Yo + Pr (2,)Y,). 


0,3 2 


Il est @vident quen continuant de la m&me maniere on obtiendra en 
general 














74 
t 
= 





17. G. Libri, dquations lindaires aus differences. 237 


B x, =xXo Kzx N Ku Ku 
== > 5 >> 
a et; | Pxy—x; (2, Yxı—x, (,) Grx, (x,) FR NE 


. r R Bi 6 ih Xy- RL , IE , 
Et si l’on.fait pour abreger, (7 a Yo tF u-1 ı(2,)Y,). 


su xx, 
HER, Km, w hn 2, log >> 
S , ERROR >> alt er x =u—s+ı 
x, =u x, —u—1 x. 
on aura aussi 
su x,=X,, 
Zlg 2 
2 —\ x =u—s+1 " 
u e Pxo-Xı (2) Px —xg (,) ala (Px.. (&,)Yo + Fx..,m (2. )Y,) 
su x —% 
Zzlg 2 
„ea x. —u—sFt1 
zum © (Px..ı (x) Yo + px. (Xu) Y,) [Ppx, a rTu-r (u)] . 
Et enfin 


Yxo — B,+B,+B, un +BD,,-. 
p 'xo (2) Y.t+ Pro (2) Y ı 


s—u x X ,.; 
— —. 2 2% 
> 0 mi x =u—s+1 (- 
+ (Px,. AAC. u-ı) y.t Pxu- ‚7: (2u-)Y,) [px.--x, (u-2)] 
ua / nn | | 


L’analyse precedente n’est qu’une repetition de celle qui nous avait 
deja servi a trouver le developpement du polynome (Memoires de math. 
et de phys. Tom. I. pag. 3—6). Nous allons voir maintenant comment 
elle peut s’appliquer ü Vintegration de l’&quation lindaire aux differences 
du second ordre. 

Soit proposee l’equation lineaire du second ordre 

Y=0,.Yoh + b; Y+t C, 
dans laquelle @,, d., c;, sont des fonctions de z. On sait qu’on peut 
toujours la reduire a une autre Equation lindaire aussi et du second or re 
qui ne contiendra de terme en = seulement. Supposons que cett u 
velle &quation soit de la forme 


en Pi (2) Y xo—ı + (z,)Y :o+t2} 


si Fon fait en general 





9,0) = 
140°” 
(u dtant un nombre entier positif). 
Crelle's Journal d. M. Bd. X. Hit. 3. 31] 








238 17. G. Libri, dquations lindaires aux differences. 


on aura toujours 


D,(2.) = 0, (lorsque v>?2) 
D,(%,) = 1, (lorsque u er 3) 


On aura done identiquement 
Yo FI IA FRE) N 
= Not Pr (a) tr III Not 9 (RN; 
et comme cette @quation, d’apres ce que nous avons deja vu, a pour 
integrale 





et 


Yx = Pxo (2)Y, + Promi (X) Y, 


s=3 RX ,.; 
Zlog 2 
ti m x —u—s-+1 ( \ u, 
= € (Pxu Ku) 0 + Pxu-r— (u-1) Yı) [Pxus—xu- (eu=2)] ’ 


u-2 


on aura enfin, en substituant en general la valeur de 


(x 
®, (2.) — Jr X) r 
1-03 | 


Sx, (2,)V, Sm (,) Yı 
== Ei + Wumr 
14029 14,07% 











Yxo 





ga u 


3 lo z 
m s—ı Kan: © (Au) Yo + Sxuı ir) er ER [ . 


4 2 e 
s==3 140? "uı 1-+02 rs (+02 wet 
et cette formule donnera l’integrale de l’&quation lindaire du second ordre 


Yxo > Si (8) Yxy—t +%(%) Yxo—2 3 


en observant que la serie des fonctions 


a), la), Le), ie 


est tout ä fait arbitraire, pourvu que f, et f, correspondent aux valeurs 
qui se deduisent de l’&quation proposee et que parmi les autres fonctions 
[s(&0)3 Sı(Xo), etc. il n’y en ait aucune qui devienne infinie. 

Pour transformer l’@quation du second ordre, em une dquation 

















d’ordre indelini, nous avons multiplie par le facteur ;„ mais on 


1402" 
pourra se servir de toute autre fonction discontinue Y(u) telle qu'on ait 
Y(u) =0, lorsque u>?, et Y(u)=1, lorsque uv<2 (u &tant un nom- 
bre entier positif quelconque). 
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Il est clair que par la möme methode on parviendrait a integrer 
toutes les “quations lindaires aux differences des degres superieurs. Seu- 
lement si l’on voulait, par exemple, integrer l’equation du troisieme ordre 


Yxo — R (xX,) Yxomı +ß (X) Yxo—2 +f (x,) Yxo=3 3 
apres l’avoir transformde comme ci-dessus dans l’&quation d’ordre indefhni 
Yxo = D., (X) Yo + Dom (x,) Yı + Des (X) Ya r Do (X) Y3 1 + D, (X) Yxo—ı 


il ne faudra commencer la substitution que par y;; en laissant y., Y,ı, Y;’ 
qui seront les trois constantes arbitraires de lintegrale. 





35° 
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18. 


Memoire sur les integrales definies aux differences 
finies. 


(Par Mr. Guillaume Libri. ) 
(Lu a l’Academie Royale des sciences de Paris, le 8. Juillet 1833. ) 





Introduetion 


L: theorie des integrales definies a occupd dans ces derniers tems les 
gecometres les plus celebres. C'est surtout en cultivant cette branche du 
calcul integral que les analystes sont arrives A ces belles formules de trans- 
formation qui ont tant perfectionne l’analyse des &quations aux differen- 
tielles partielles, et qui par suite ont contribu& puissamment aux progres 
de la physique mathematique. Mais en s’occupant presqu’exclusivement 
des integrales delinies aux diff@rentielles, on a ndglig& beaucoup trop la 
theorie des integrales definies aux differences, Il est vrai que par le 
th&öoreme de Mr. Fourier on peut toujours passer de Pun ü l’autre de 
ces genres d’int@grales: mais les formules qu’on obtient de cette manicre, 
sont tres difliciles a caleuler et ne conduisent presque jamais ä des re- 
sultats finis. Quant aux series infinies dont on connait la somme, elles 
ne sont autre chose que des integrales aux differences finies; mais ces 
int@grales ont toujours pour limites zero et Finfini, et on en cherche les 
valeurs par des me&thodes toutes particulicres. 

Maintenant, il m’a sembl& que dans l’etat actuel de l’analyse, il 
etait necessaire de considerer gencralement la theorie des integrales deh- 
nies aux diflerences finies, quels que fussent les limites de lintegration, 
Le sujet est neuf et f@cond; mais dans ce m@moire je me bornerai a ex- 
poser les recherches que j'ai faites sur les integrales aux diffferences des 
fonctions eirculaires; et je reserverai pour une autre occasion les resultats 
plus compliques, et les applications de mes formules,. 

On. sait que les fonctions circulaires qui servent ä la division du 
cercle en parties €gales, jouissent de la propriet€ remarquable de pou- 
voir ötre exprimees par les racines d’une quation algebrique, dont tous les 
coefficiens sont rationnels. Ilr@sulte de lü, que les sommes des puissances 





Ri: E% 
X 

R 

%; 
& 

‘ a 
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entieres et positives des racines de ces &quations, formant toujours des 
quantites rationnelles, et que toutes ces racines @tant des fonctions circu- 


laires qui varient d’äpres une loi connue, leur somme sera une integrale 


aux differences finies, qui aura pour limites de l’integration, zero, et le 
degr& de l’equation ou le nombre des parties dans lesquelles on veut di- 
viser la eirconference. On deduit de lü les intögrales definies aux diffe- 
rences d’une puissance positive quelconque du sinus, du cosinus, de la 
tangente et de la cotangente: seules fonctions circulaires qu’on sut faire 
dependre, jusqu’ü present, de la resolution d’&quations algebriques ü coef- 
ficiens rationnels. Il n’etait pas diffieile de deduire de lü les integrales 
de ces mömes fonctions @elevees ä des puissances negatives; et jjai com- 
mence par lä mon travail. Puis jai montr& qu'il existait une infinite 
d’autres fonctions circulaires qui se r@duisaient a d@pendre d’&quations al- 
gebriques a coefüciens rationnels; mais que ces coefficiens, par une sin« 
gularit@ dont l’analyse n’avait offert jusqu’ici aucun exemple, ne pouvaient 
etre determines qu’en r&solvant des &quations indÖtermindes du premier 
degre. Les points de contact entre l’analyse algebrique et la theorie 
des nombres sont si rares, que jai cru pouvoir sigualer ce rapprochement 
ä lattention des geometres. 

Les Equations a deux termes qui servent ü la division du cercle, 
peuvent se d@composer en d’autres @quations, chacune desquelles ä pour 
racines les sinus et cosinus de certains arcs, qui varient en g@neral comme 
les puissances des nombre naturels. Jai deduit de cette d&composition 
les valeurs de plusieurs integrales definies aux dillörences, dont la deöter- 
mination paraissait difieile. Pour obtenir ces valeurs, il fallait connaitre 
les coefficiens des @quations auxiliaires qui naissent de la rdsolution des 
&quations ü deux termes. Mr. Gauss et Mr. Legendre se sont occup6s 
ä plusieurs reprises de cette determination; mais ils ne l’ont eflectude que 
pour les trois premiers degres: maintenant je donne dans ce me&moire 
une methode generale pour trouver ü l’aide de certaines congruences, les 
equations auxiliaires de tous les degres, et jien d@duis les valeurs d’un 
grand nombre d’integrales definies aux differences, qui n’Ctaient pas con- 
nues jusqu’a present. 

La theorie des integrales definies aux differentielles renferme deux 
propositions fondamentales (le th&or&me de Mr. Fourier et celui de Mr. 
Parceval) dont Putilit€ est bien connue de tous les geometres, Jai 
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pens& qu'il fallait chercher pour les int@grales definies aux differences 
finies des th@or&mes analogues ü ceux que je viens de eiter; et je suis 
parvenu ü exprimer (par des integrales aux differences seulement) la 
somme des series et la transformation generale des fonetions, lorsque 
ces series et ces fonctions ne contiennent qu’un nombre fini de termes: 
si le nombre des termes devient infini, alors les integrales aux differences 
se changent en integrales aux diffrentielles, et, par un procede analogue 
A celui dont s’est servi Mr. Poisson pour passer du theoreme de Mr. 
Lagrange a celui de Mr. Fourier, on retombe sur les theor&mes dont 
jai parle plus haut. 

Ces expressions auxquelles j’ai ajout® ‚d’autres formules nouvelles, 
forment la derniere partie de ce m&moire. Elles peuvent s’appliquer ä 
un grand nombre de questions analytiques; elles sont utiles soutout dans 
lintegration des &quations Iincaires aux differences; integration qu’on fai- 
sait dependre des integrales definies aux differentielles, et qui desormais 
se deduira bien plus naturellement des integrales definies aux diffe- 
rences finies. 





Analyse. 
On a vu par la formule (22.) de mon Memoire sur la theorie 
des nombres que si l’on represente par ® une fonction quelconque de 
plusieurs variables ®(x, y, 2, .... etc.) la serie 


1+ (cos-2* + y—1sin=? Ir\+ (co PL y—1sin2?) nie 
ir + (e0s2 (*— )er+y—1sin? "—1)97) 


aura pour valeur 2 ou zero, selon que ?. gera un nombre entier ou une 
m 


fraction. Il resulte de lä que lintegrale 


15 zZ z {14 (cos=2* Fry- —1sin=ER).... ’ 


xza y—c 28 


... +[0082 (7°) 98 + —1sin2 ( or] } 
a pour valeur le nombre de solutions de la congruencee P=0 (mod. m), 
comprises entre les limits e=a, =); ym, y=d; :=e = = fetc. 
On voit par lä que lintegrale 
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x=b ymd z=f 
1. = = 2..4F@y2...ete)[1t4 (cos>??+yY—1sin22).... 


xza yzc 28 


[cos2 (gr + VY—1sin? ("—)P| 








m n 
uk vg [=p Hit 
a pour valeur ” rl > F(a,, Bu; Ya ++. etc.) en indiquant par & 5 da +»: » 
ul vv 3 


. &, les k valeurs entieres de x (comprises entre @ et 5) qui r&sol- 
vent les congruences 9®=0 (mod. 2), et en exprimant par ßı, Pay +. By; 
les 9 valeurs entieres de y (comprises entre c et d) qui r&solvent la möme 
congruence et ainsi de suite. 

Si Von fta=c=e= et. —=0; b=d=f...=m; Vintegrale 
(1.) se simplifiera beaucoup; elle aura pour valeur 


u=k »=q f=p 
. 2 ZZ Z ..Flry0u, R,, eto.), 


ui vi s=i 

en indiquant par r,, e,, R, en general une quelconque des % valeurs de 
x, des g valeurs de y, des p valeurs de 3 etc., qui resolvent la con- 
gruence P==0 (mod. 2); en supposant toujours qu’on ne considere que 
les racines entieres positives et moindres que m. 

La formule (28.) du M&moire que nous venons de citer, prouve 
que si on appelle « la plus petite des racines positives de la congruence 
ax-+b=0 (mod. c), on aura 


e—1 u—=c sin 2 ( -+)7 


vu . var 








1 u==c 


= — = z|1+00s2(ar +3) + 008%2(c—1)(ar +2) I}. 


Maintenant si dans la formule (1.) on fait F(z, y,2.... etc.) = F(x) 
et qu’on integre seulement par rapport ü la variable x entre les limites 
xz=0, x=c; comme la congruence ae +b==0 (mod. c) n’a plus qu’une 
seule racine —=«, (entre les limites e=0, x=c), il est clair que la 
formule (2.) donnera 


x—c 


re 1 + 0082(ax +5) — „..+c082(c—1) (ax + 5) = = F(a) 


1 x=o 


= »(140082(0x+ Ze... + 0082(e—1)(ax+2)")}. 


On peut simplifier beaucoup ce problöme en observant que 


= F| 


6 x 
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1 +02 (ex +b).... + 008%°(e—1)(ax +) 
sin (2c—1) (+3) —+sin(ex+2)T 


— 
—— 





2 sin (asc4-b) = 
d’ou il resulte que 


g% [ein 2c—Nar+2) E +sin(ax +3) 




















= F(x) 
x=0 er ; 
= cF u re } a cF (u). 
2 ., QIT 
{ sın 5 j 


Cette Equation, qui subsiste toujours quelle que soit la forme (alge- 
brique ou transcendante) de la fonction F(x), est remarquable en ce 
. \ ’ ” . . . „ . 
quelle transporte a la determination d’une seule integrale, et par suite 
a la resolution d’une &quation indetermiade du premier degre, la determi- 

nation de lint@egrale comprise dans le premier membre. 


Avant d’aller plus loin, il est bon d’observer que puisque la formule 


a\z7z 
sc Sin? u (— -) — 
1 c/o 


+. 


— 





— exprime la plus petite valeur entiere 
u] sin — 





c 
et positive a, de x, qui satisfait a l’equation ar-+db=cy, on aura la 
plus petite valeur enticre et positive P, de y, qui satisfait a l’equation 
cy—b=ax, en faisant | 








ST 

ER 1 u=a sin 2u(d-+ 2 5) m 
P= 2 -7 2 ucn 
u—i sin 2 


et comme si b<{a la moindre valeur entiere et positive de y, correspond 
A la moindre valeur entiere et positive de x, et qu’on peut toujours r&- 
duire lequation ae +-b=c8, ä une autre @quation dans laquelle <a; 
on aura alors 











a\r 
— 1 bo — . —— 
ke 1) „um sin2u ( >) (@ 1\_. „— asin2u(b+Z 5) 
2 re HZ . uast 5 2 2 . uon 





ua sin um! sin 





c a 





nr, 


FR 
A 


% 
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et par suite 


Egemasisre ° FORRRR, Years FI = 22+(=). 


2 uarı a ucnt a 
ul sın 














ui sin 








a 


Cette relation a lieu entre deux integrales definies dont on ne sait pas 
trouver la valeur 


Pour appliquer les formules pr&c@dentes ü quelques exemples, sup- 
posons qu’on veuille determiner les coefficiens d’une equation alg@brique 
de lorde 2—1 qui a pour racines successivement les 2—1 quantites 


el Dirt )2 
sin2(? 5 Y—1lcos?2(b >) - 














n 
„an ’ 
sin — 
n 
jr a st a st 
sin 4 (v 2 =) —YV —1cos4 (» — =) en 
TI. 2in 
. Zar ? 
sın 
n 


- . . . ” “ . . . rs 


sin? (n—1) (+) mV testet) (» nu En Eu 
2/n 2 





zı 
sin 2(n—1) — 
n 


Pour y parvenir nous chercherons les valeurs des sommes des 
puissances successives de ces racines, et puis nous en d@duirons les va- 
leurs des coefficiens de l’&quation cherchee. Nous avons vu que la somme 
de toutes ces quantites est Eegale a 2u+1—n, a etant la plus petite ra- 
cine entiere et positive de la congruence ax +b==0, (mod. n). Mainte- 
nant pour avoir la somme des carrds de ces racines (c’est-ä-dire la somme 
des carr&es des fonctions eirculaires que nous venons d’Ccrire) nous cher- 
cherons la somme de tous les produits de la forme aß: « et £ £tant 
deux des valeurs (entieres et positives et moindres que 7) qui resolvent 
la congruence a (2 -+y)+25=0, (mod. z). En eflet si l’on appelle /! 
la somme de tous ces produits, elle sera donnde par la formule 


Crelles Journal d. M. Bd. XII. Hft.3. 


Pi % 
we 
Rn 
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1 In yzn 


N=-—- 2 32 »y{1+ (cos? 7 - +y—1sin 


u. =) vd 
2... + (eos DE A ai 1 sin? 


n? (n—1)? 





=) Ax+y)+20 


Den 








(n— 3 u alle 


en 
-—— 


4n 
sn zr\ auc+b yzn ay+b 
+(32( (eos + y—1sin”?) ")(z; (cos + y—1sin 7)" ) 
—n ri ax+b yn ay+h 
+ 2(oos2!+ v1“) )(z( y (eos + yY—ısin*?)" ) 
= y=0 


Hoss errer re. + et 


et par suite on aura 





# ( a st a\r \? 
a He BP ee ya 
nt s sin2(D >) . V 1 c0s2 (D >) “ 


IV, u 








ar 
sin — 
\ n } 


sin 4 (4) = —YV —1cos4 (—) a 


7 — — I -+ etc. 


„Lan 
2 sın 


\ 2 J 
et comme la valeur de /V, peut s’obtenir directement en resolvant la con- 
gruence a(x+y)+26==0, (mod. 2), on aura 4N,—n(n— 1) — $,, 
(5, etant la somme des carr&s des racines de l’&quation cherchde). Si 
on considerait une congruence ä trois inconnues de la forme 

az t+y+z2)+3b=0 (mod. r), 
on trouverait la somme des cubes des racines, et ainsi de suite, de ma- 
niere que l’@quation 

"+ At..  +An =, 
qui a pour racines les 2 —1 quantites 


” 























sin? (dp) TV- 1c0s2(— 3) sin4 (2) 2 _V—tcos4l— 2) 
EM 2/n 2/n n 
( 2 ‘ ’ 
sin > sin zan 
n n 





2 a\zr Bi 
sin2(n—1) (—-) x 1 c0os2(r—1) 6-5) 


.. m...» © 9 


sin 2 (n— 1) — 





aura tous ces coefliciens #,, Az, +»... A,_, rationnels ‚ qui seront deter- 
minds par la resolution des &quations indetermindes 
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‘ ax t+b=ny acaty)t2b=nz; oa +yHDd+3b = nu etc.... 

A dont on sait trouver toutes les racines par les methodes conuues. 

On pourrait gen@raliser cette analyse, et chercher les coefficiens de l’&- 
quation dont les racines sont successivement (1), OD), ....D(u).... @(n—1) 
en indiquant generalement par P(u) une integrale definie de la forme 


ep. } 


3 F(x) (eos?n(ax +)" +y—1sin?n(ax+b)- 2), 


x==0 
car les coefhiciens de cette &quation seraient donnds par les racines des 
eongruences ee +5=0 (mod.n); a(e-+-y)+?b=0 (mod. n); etc... 
C'est par des considerations de cette nature qu’on peut determiner 
les coefliciens de l’@quation qui a pour racines les quantitds 
2b 4b br 


c0s — cos? (n —1) — 
n n n 


. anı\?? er * Se arn\?? 
sin — sin —— sin (n —1) — 
n n 


n 


cos 











probleme que nous avions propose a la page 203. du premier volume 
des Memoires de Mathematiques et de Physique. 
En effet on a 
































xzn 
Ei 3 a’[eos2u(@e + +V—1sin? 2) 
a inte 342] 
aa a(“ au "). 
\ n J 
et par suite, en considörant des series de la forme 
en 2; ax+b 
N, a 3: «1 + (cos + y—1sin —) ..0 
n Er 
’ u Mi axt-b 
„2... [0082 (2 atyv—is in 2 (* = )” | N, 
! 1 LH BEER 9) In ax+b 
N=— 3 3.y I1+ (eos + y—1sin ) 
! N 0 y=0 
In ayfl 
x cos + y—1sin “2. ett.! 


ie wie a a BR 
dont les valeurs seront donndes par les raeines des congruences 
ax -Fb=0 (mod.2); «(ae +y)+?b=0 (mod.n), etc.; 
on aura une @quation de degr@ 2—1 dont tous les coefficiens seront ra- 
tionnels, et qui aura pour racines les quantites 


32’ 
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| 
| 
| 


RE. 
I an ir Se ef 




















b; 4 . 4b 4‘ 
ei. cos =" in V—100 | 
n I 
F} $) .... etc. ? 
4 (sin ade ) bs (sin A *) ? 
” „m | , 


d’ou l’on pourrait d@eduire par des transformations connues, les coefficiens 


des &quations qut ont pour racines des quantites exprimdes g@n@ralement par 


%brı 2brı 
cos 
n n 


. an\?? ‚. an\? 
sin Frau 
n n 


On vait qu’on pourrait multiplier beaucoup ces formules en diffe- 
renciant par rapport ä «. On aurait alors des fonctions circulaires qui 
contiendraient un sinus, ou un cosinus au nume£rateur; et une puissance 
quelconque de sinus ou de cosinus au denominateur. 

On sait que l’equation 


Pas n 1 n—? 1 ( 
Ä=r — 1% +7” 








sin 




















n— 3 n=6 1 (n— 4) (n— 5) n—Ö 
5) )® ur TER" 


sehen = 0, 


a pour racines les quantites 


st dr 


On 2 st 
008 —, 005, 008, vr.. cos? (2r—1) 





’ 








n n 

d’ou il resulte 

un 9 un 

2 c08 = (, 

n 

u—0 
comme on le savait dejü. On pourra deduire de la aisement en general 
ni un u x „_o 5 „? * 

>> (cos ) ‚ a Vaide des coefhiciens de l’equation X = 0, 

u—0 ” 


. . 1 ’ . — Ps 
Si Ion fait = > l’equation y”+ Fi + etc. ...—1=0 aura 





pour racines les quantites 

















1 1 1 1 
1? An? ee st 
cos — cos — cos2 (n— 1) — 
n n n 
m . BE 1 n . . „ . M 
d’ou on tirera 2 In = ta; et il sera facile de deduire de lä les 
u=0 cos — 
n 
valeurs de 
En 1 un 1 





etc. 








= ( 2u \m? > 2u Y 
u—0 
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249 
Au reste on voit que si @ et 2 n’ont pas de commun diviseur plus 
grand que l’unite, on aura 


un 


ee 1 > Z 1 
u=0 (0s2(au +2) =) = ) 








u==0 (cos 





n * 





Eu considerant l’equation 4 Ge. 


)=ytn2—0, qui se decom- 
pose dans les deux autres y+zy(t2)=0, y—zy(+n)=0, (dont 


une a toujours pour racines des quantitds de la forme & 
. 2 ’ u (4 ’ “ 
+y—1sin 7), on trouve la valeur de l’integrale definie 
— 2a’ . 2er = 
>> (cos -y—1sin ) = Y(n(—1)°’) 
x=—0 ” mn 


ac—1 


Dar 
= cos 














et on en deduit de suite les valeurs de 


nzu 








er yon 
2 cos » Zsın . 
u=0 ” x=—0 


Si on d@composait l’&quation y+zy(+r) = 0 en deux autfres, 


dont Tune contient la partie reelle, et l’autre la partie imaginaire des ra- 
cines; on en deduirait par la division 


xzn 1 cn 1 
Pl 7“ ER ae Fr 
x=1 sin 








x=1 cos 








n n 


et ces deux fonctions qu’on pourra determiner, seront encore des fonc- 
tions rationnelles de Yn. 


Nous avons deja prouv@ (dans le m@moire sur la theorie des nom- 


xzn 


‘N .,, 5) “ . ” 2 ’ f2 
bres deja cite) qu’on avoit toujours 3 sin — =(, c etant un nombre 
x 0 
entier quelconque; et z etant un nombre premier de la forme 6p +1. 
Maintenant comme si z n’est pas de la forme 6p--1, on aura 











xn 2 xszn 
. 2ca’n . 2can 
z sın = 7 sın - 
x=—0 x—0 ” 
il en r&sulte que lorsque z est un nombre premier quelconque, et c un 
’ . ae für, r 
nombre entier, on a toujours Z sin——=0. On deduirait de lä la 
x—0 
rn 2x’ 
valeur de 2& cos 





x==0 


en fonction de @ (le nombre « &tant donn& par 
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; 7 ‚4 
ER cos” in _V—1c0st” 


2 ’ 
4(sin 7) 4(sin=“*) 


n n 


sın 














o... efc. 








d’ou on pourrait d@duire par des transformations connues, les coefficiens 
des &quations qub ont pour racines des quantitds exprimdes generalement par 














.2bn 2%brı 
sin cos 
n n 
[} 
> N, 
sin — sin — 
n n 


On vait qu’on pourrait multiplier beaucoup ces formules en diffe- 
renciant par rapport ä @«. On aurait alors des fonctions circulaires qui 
contiendraient un sinus, ou un cosinus au numerateur; et une puissance 
quelconque de sinus ou de cosinus au denominateur. 

On sait que l’&quation 








Be n—?2 - (>=) n=6 1 (n— 4) (n— 5) n—6 
=" — nz +7” 5) % „a. 3-3 x 


...r ınx—1=0, 


N 


a pour racines les quantites 


On Ir 4n ä sc 
cos — 08 —, COS — ..+ co?(r—1) —: 
0 n ? cos n ? “u ( ) n ? 
d’ou il resulte 


un 


>> FE Bea == 0, 


n 





u—0 


comme on le savait dejü. On pourra deduire de la aisement en general 


wzn-}-1 Du gT u % . D ’ ” 
> (cos ==") ‚a Vaide des coefhiciens de l’equation X = 0. 
n 


u) 
i ö 1 . F HERE n—1 
Si Ion fait = y? l’equation I Fr + etc. ....—1=0 aura 


pour racines les quantites 




















f 1 1 1 
E 5 An? ee st 
! PO. in cos2(n— 1) — 
n n n 
M ’ u 1 n . . „ . \ 
d’ou on tirera 2 Pr + 5 et il sera facile de deduire de lä les 
u=0 cos — 
valeurs de 
De 1 urn 


etc. 











1 
>> rgze wer >> ‘ 
Bun‘ (cos 2u \ 2u u 


u— (sin 
2 


n 





18. G. Libri, memoire sur les integrales definies aux differences finies. 249 


Au reste on voit que si @ et z n’ont pas de commun diviseur plus 
grand que l’unite, on aura 











Ey 1 ir gg 1 
«=0 (c0s2(au+2) 7)” ve R/ (cosE)” 


Eu considerant l’&quation 4(® —) =y’+tn?=0, qui se d&com- 


pose dans les deux autres y+zy(+r)=0, y—zy(+n)=0, (dont 


2arr 








une a toujours pour racines des quantitds de la forme x = cos 


+V—1sin®2 
vr 2x’ 27 a 
z (eos + yY—1 sin ) = Y(n(—1)°) 
x—0 
et on en deduit de suite les valeurs de 
nzu 2 xX=u 2 
> 08 a sin t 
u=0 n x—0 n 


Si on decomposait lP’equation y+zy(+r) = 0 en deux aufres, 
dont Tune contient la partie reelle, et Pautre la partie imaginaire des ra- 
cines; on en deduirait par la division 

xan 1 xzn 1 
2 2x?n? S Ix’n? 


x—=1cos x=1 sin 
n n 





7T Pe} “ 
), on trouve la valeur de l’intögrale definie 























et ces deux fonctions qu’on pourra determiner, seront encore des fonc- 
tions rationnelles de Y. 


Nous avons deja prouv@ (dans le m@moire sur la theorie des nom- 
xzn 


bres dejä cite) qu’on avoit toujours u, sin 
x 


entier quelconque; et z etant un nombre premier de la forme 6p +1. 
Maintenant comme si z n’est pas de la forme 6p +1, on aura 


2caı’n ‚ 
=(, c etant un nombre 














Zr Ru "WARE 2er®, 
3 sın = Z sin 
x=—0 r x—0 ” 
il en resulte que lorsque z est un nombre premier quelconque, et c un 
Fe 2ca’n für, F 
nombre entier, on a toujoursg 3 sin 0. On deduirait de lä la 


x—0 





x—u 2° 


valeur de 3 cos 
x==0 


st . r , 
en fonction de @ (le nombre « &tant donn& par 
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Pequation indeterminee 4n = «a’+?78), Au reste om aura toujours 
ee | c 


oeneral 2 sin 


c 


ca" . . 
en —-—0, lorsque m est un nombre impair, c un 


X ui, 


nombre entier quelconque, et 2 est un nombre premier. On pourrait 
sencraliser beaucoup ces resultats et en deduire les valeurs de 





























x ‘GT Ixrer - 2a’ 
m sin x=n rt cn sın 
> . >> > - 
_ den a ar 2xcn ’ 2a’ ar 
O4 __9co0s ta’ x=0 1 2a cos ta? x=041_—-2ac0s ta 
n A 


efc. etc. 

mais il suflra d’avoir indiqu@ la methode ä employer dans tous les cas. 

On a vu dans le Memoire sur la theorie des nombres que la de- 
termination de = (cos nr +y—1sin se 

x=0 n n 

resolution d’@quations dont les coefficiens sont donnes en fonction du 
nombre des solutions qui ont les congruences x” --1=0 (mod. r), 
x" +y"+1==0 (mod, ) etc, Ces nombres que nous avons appeles IV, 
I\., N, etc, servent ü la recherche des eyuations auzxiliaires ä Vaide des- 
quelles on peut r&soudre les &quations a deux termes. Lorsque m=3, 
et n=4, on peut toujours trouver /V, et I, ä Vaide des &quations 
Una +-27b’; n=e—+b°, Dans les autres eas il faut resoudre eflec- 
tivement les congruences que nous venons d’indiquer. Maintenant nous 
allons exposer une relation qui r@duit les nombres /V,, N,, ete. ä ötre 
congrus ü des quantites donnees. Nous commencerons par demontrer par 
notre methode deux theor&emes deja connus, et nous generaliserons en- 
suite notre analyse. 

Dans le seconde volume du Journal de Math@matiques de Mr. 
Crelle, Mr. Jacobi a Enonce sans demonstration le th@or&me suivant. 

„Soit 2 un nombre premier de la forme 67 -+-1, on sait que l’e- 
„quation 42 = a°--27 5° aura une seule solution en nombres entiers po- 
„sitifs. Maintenant je dis qu’on aura toujours 

te = rue (mod. 6 +1). 

Pour d&emontrer ce theor&me nous rappelerons que nous avons de- 

montre dans le Memoire sur la theorie des nombres, que si l’on exprime 


par N, le nombre des solutions entieres, positives et moindres que z de 








) depend en general de la 





ia congruence @+Y’+1==0 (mod. 2), on aura toujours N, =n+a—?2 
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(ou il faut prendre le signe + ou lesigne — selon que «@ est de la forme 
397-F1 ou de la forme 39—1). Maintenant si l’on exprime toujours (comme 
nous Vavons fait dans le Memoire eit&) par @,, @zy Qyy errr Auy eııı Op 
les 2p residus cubiques de r et par bi, bay zur. Dupmene Daps Ciy Oay er: 
Cuy »+0. Copy les deux series qui comprennent les non-re&sidus cubiques de 
z, et si Fon represente successivement par M,, M,, M,, le nombre des 
solutions des congruences &"-+-1=a«, (mod. 2); y"--H1=b, (mod. n); 
z"+-1= c, (mod.z); il est clair d’abord qu’on pourra changer respective- 
ment a,, b., et c„, en —a,, —b,, —c,, sans que M,, M,, M,, chaun- 
gent de valeur, et si on conserve aux lettres 4, BD, C, les valeurs que 
nous leur avons dejäü attribuces, on aura 

aM, = "?+ A2(1+34)+ D’(1+35b)+ © (1430): 

aM, = m" +AbB(1+3A)+BC(1+3BD)+-C4(1+3C); 

nM, = "”+AC(i+3A)+BAL+3D)+-CB(14+3C). 
A present il est clair que si v=r est une racine de la congruence du se- 


v’—1 


sond degre —— = 0 (mod. 2), on aura toujours 





(a, =1 (mod.n); (b,)?=r (mod.n); (c,”=r? (mod. n); 
et par suite 


Sub Kai 
> +1? = 1+ 2% (+1)? = 14+-M,+rM,-+rM, (mod.n). 
x==0) == 
Mais nous avons d@montre dans le m&me M&moire que s dtant un 
x—zs 
nombre premier, ona & (x)=—1 (mod.s); (lorsque ?=0 (mod. s—1)) 
sl 
069 


tandis que > (x’)=0 (mod. s), lorsque la, congruence = 0 (mod. s—1), 
x—1 

n’est pas resoluble. Et comme en developpant (x’-+1)”, on ne trouve 

que trois exposans (127p, 6p, et 0) qui soient divisibles par n—1, on 


aura enfin I a 


Ss @ HP —=14+ 3 (O+1)W 
x—1 


x—_O 





4p(4p—1)....(2p+1) MEER 


=M+rM, + PM, = —2———72,3,....2p 


Si on @limine les quantites 4, B, € et r al’aide de la congruence "—1= 0 
(mod. z), et des @quations connues 
1+44+B+C6=0; 2r=4(+34)+B(1+3B)+C(1+30); 
N, =nr + AA+34% + BA+3B?+CA1+3C); 
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on trouvera 


- n —_ —4p(4p—1)....(2 1 
N + = ED (mod. 6p +1) 





| 


et par suite Abe 
— ®r(4p—1)....(2p+1) 
= En em = (mod. 6>+1), 


ou il faudra prendre le signe + lorsque «=39-+1, et le signe — lors- 
que a=39—1. On peut appliquer les mömes principes ü la d&monstra- 
tion du theor&me suivant dü d M. Gauss: 

„Lorsque 2=8m-r1 est un nombre premier, l’&quation a +16’ =n 
„n’a qu’ne seule solution entiere et positive. Maintenent je dis qu’on aura 
„‚ toujours 





9% — 4m(4m—1)....(2m+1) > “ 
+ıu = "Rz >= (mod. 82 1). 





En eflet en conservant les notations du m&moire plusieurs fois cite, 
et si Pon appele respectivement M,, M,, M,, M,, le nombre des solu- 
tions enticres, positives et moindres que 2 des congruences 

x +1=a, (mod. 2); y'+1=b, (mod.2); *+1=c, (mod. n); 
r"+1=d, (mod. n); 


‚a 





et par r une racine de la congruence ==(0) (mod. 2), on aura 


v—i 
sn x—UuU 


> +1)” =1-+ ne ai = M,+rM,— M,—rM, (mod. n). 


=) 2 
Mais les quantitös M,, M,, M,, M,, peuvent s’exprimer en fonction de 
A, B, 6, D, r comme nous venons de le voir, pour le troisieme degre. 
Et comme les quantites 4, B, C, D, r, peuvent ötre @limindes ä l’aide de 
la congruence "—1==0 (mod.r) et des &quations 
A+B=—4+iyn; C+D=—iFiyn; 
4n=n+4A(l+4A+BA+4B)+CA+4C)+DUI+4D); 

nN, =" +A1+4A)”+B(1+4D+C0(14+40%+ D(1+4D) 

et que lon a 


x—n —4m(4m-1).... (2m+1) 
cc v \tr en a — 
1+ >> (2 + J =i T De A 


I 
on obtiendra enfin apres l’&limination, 


J 1. .Brdsain 





M,-HrM.—M,—rM, (mod. n) 





(mod. ). 


Ou peut appliquer les mömes prineipes aux congruences des degres 


superieurs. En eflet, si l’on exprime respectivement par M,, M.,.....M,, 
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le nombre des solutions (enticres, positives et moindres que 2) des con- 
gruences 


x" +1==a, (mod. aep-+-1); y’+Hl=DB (mod.ep+1); .... 
oo... v“+1l=h, (mod.ep+1); 

(dans lesquelles = @p-+-1 est un nombre premier) et si l’on separe la 
partie reelle de la partie imaginaire dans les valeurs de 4, B, C, ete. en 
posant 

A=pny—il; B=pn+pY—; C=p+nyY—1 etc., 
on aura 

2, = + (pt y-Npnv —Vt+talptnv—i)) 
+(P+9: v—l(Pp—9; v—l)(l+e(p+9: Yy—)) + etc. 


ER mai Se 


Maintenant pour les congruences du degr® e, outre lintdgrale 


x—=ap+i1 k R er arg x=ap+1 
3 (x”+1)7, on devra aussi considerer Jes integrales 2 (x’+1)'; 
x—0 x) 

x=ap+i 


3 (2°+2)”, et ainsi de suite. Ou bien les integrales 
x=0 


x=ap+l x=ap+l y=ar+l 
en "ENTE Hr; 
ca wo = 


x=ap+l y=ap+l z=ap+i1 
>> >> 3 (ey +2“ +1); etc. 
0 Yd z—0 
et comme toutes ces intögrales se reduisent, d’un eöte ü eire congrues 
(selon le module 2) ü& des eocfliciens du d@veloppement du polynome, et 
que d’un aufre cöte on peut les rendre congrues (selon le möme module 7) 


i des expressions de cette forme F(M,, M,, M,-+-r) (en indiquant par 
Bi 9 _ i 
r une racine de la congruence 51 = (0) (mod.r), on exprimera toutes 
ces integrales de deux manieres par v,, Pı> Jı» Pas Pr» Ps» 9, etc., et 
. [4 ” . . +ye . 
par les coefficiens du developpement du polynome. Mais si l’on @limine 
toutes ces quantites ü l’aide de la congruence "—1==0 (mod.r) et des 


equations 





DET SCHE ; ERROR ORT 
n.N, 2 + 41+04)+B(l+eD)....+-Rli+aeR), 
nN, = "+ AA+a A” + B(ii+aB)%.... + Ri+ ah), 
20 ar ea Muse... + Me 
qui se decomposent chacune en deux ä l’aide des equations 
Crelle's Journal d. M. Bd. XII. Hit. 3. 33 


I 1 
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A=p+tnVv-l B=p+tnVv—-; C=p+tnV—l, ete. 
on aura alors autant d’equations qu’il en faut pour &liminer toutes ces 
quantites, et il ne restera que les quantites IV,, /V,, etc. qui seront tou- 
tes donndes par des congruences de la forme 
N,=B (mod. 2); N,=y (mod.r); N,=P (mod. n); 
et ainsi de suite. 





Les quantites B, y, P, ete. etant toutes connues, on determinera 
par la V,, I,, I, etc. ä laide de ces congruences, et les coefficiens 
des @quations auxiliaires s’en d@duiront sans difhculte. 

Quoique ce M&moire ne soit destind qu’a la recherche de la valeur 
de quelques intÖgrales definies aux diffErences, qui dependent d’&quations 
dötermindes ou indetermindes, et que nous ayons lintention de reprendre 
ce sujet plus generalement dans une autre occasion, cependant nous ne 
terminerons pas ce M&moire sans indiquer quelques formules assez genc- 
rales propres ü determiner les valeurs des integrales definies aux diffe- 
rences, et nous reserverons les details et les developpemens pour un tra- 
vail special. 


. st 
On sait que tant ue 2<—z, ona 


sc = sin2—3sin?xe-+3sin3x —4sin4x + etc. 
et par suite 
un . un . r._ tun 
7, > sin? — Zsin ge"  +3sin 5 — sin Z— + eto. 


et cette Equation sera vraie en EN a u toutes les valeurs 1, 2, 3, ... 
... n—1. 


D’ou lon deduira 











un un un un uzn 
1 a R nun . 4un 
> ERS sin! — 8 sing 5_ +52 in —4 2 sin, 
u=0 #n u—0 rg u—0 en " u=0 0 
1 un pu 
ers errnnees ch Zn Feten 
P u—A 2 
Maintenant il faut remarquer d’abord que lorsque p==?2sn, on 
ee 7 ._ . . 
aura toujours 2 sin 5, = 0; puis on aura foujours 
u) P 
f u 
ER (cos (B* it - P\a-+cosP" 
{ S pun 1 In 2 re 
- 2 sin = — = A. 
P u=0 En P 2sin (P?) 
4n 


N) 











; 
i 
x 
# 
; 
# 
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Et comme le d@nominateur de 4 ne devient zero que lorsque y=2su; et 
que daus ce caa 4=0, on fera abstraction de ce cas. 


A present p=4m, dome A=0; py=4m+?, donne A= 





{ 1 1 
+ cot 5; p=4m-+1 donmne d=; 37 rad 7 p=4m-—1, donne 





| pt x fi . 
= — —. f n on tıre 
- ot +, d’ou enli 





























ED EL rt 
ante - . un + > Ze! 
ei +3: a Et 
ur 2(4p = 2(4p 5 Bela 1 ?(4p-+3) 
u Me ‚Ant? Bee (pi) 
PR Cr er Te .r Rn ı 22Pp 7; aaa) a 


Aihat te 

La theoreme de Parseval peut se reduire aux intdgrales delinie: 
aux differences chaquelois que les deux series sur lesquelles on opere sont 
composdes d’un nombre fini de termes. En effet soient donndes les 
deux series 


v (2); 


a +ax+0x” .... +n,«a" 
n 








8 a € 
b,+ Ps + * ...... gr — I (>): 
s Yy—P 2cyn . 2cyn 
On saıt que A = = ( cos ji nn Yv—isın T ) == D, tant que 
VI 
c<p; et que lorsme e=0 on a A=p; si lon substitue done 
2yn 





1 
cos A +y—1sin pour x dans les produits ®(x) 7 (=), on aura 


des termes de la PR a,b, + a,b, .... + etc. puis des termes de la forme 





- d 'qiı 
a (cos * +y—l sin = Er et enfin des termes de la forme: 
pP P 


ß (cos: 5 m, 


et si lon fait Be il est clair que £ sera toujours moindre que 
m--n-+-1; et parsuite en prenant lintegrale finie dans les deux mem- 
bres depuis y= 0, jusquay=n-+m-+1, on aura 








33% 
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about 2,8, + 0,6, + etc. 


1 y=n+m+1 ( Iyr 
cos i 





we . Iyn 
cs (i--n--m) ‚ei, P n+-m-i1 + v—isin re) 








2yr 


/ 2yn 
x Flo y—l1sin SER )- 


On pourrait donner a ce theoreme la mäme forme qu’au theoreme de 
Parceval en &crivant 





Qodo + aıbı * 0,5, etc. 


re 1 4 Bi ce Io (cos — +y—JI1sin en ) 
— 2n+-m+1) Br er 71 n--m-+1 


Iyr Iyrn 
F( = nn — 1 u ) 
X WE V Tr 
2yrn 


ya . 2m ya . 2yr 
y 9? (cos nt-m--1 ie: y —Isin —G)- F (cos n+m-+1 un a 1sin er) )- 


Il rösulte de lä ce theor&me (qui est vrai m@&me lorsque les fonc- 

















. v i Le} “ . 
tions D(x) et } (—) sout composees d’un nombre infini de termes) „que 


„lon a toujours, quelle que soit la valeur de n, 








a -+y—1 sin 2 =ZE)F (eos —y—1sin“! ) 


y=O 


— "= Pl(cos- 


y_0 








1sin = ZA), F(eos=* + yY—1sin 2X 2). Y 


Il est clair que dans T’analyse pr@c&dente on pourrait arriver ü la 
limite par rapport an et m et qu'en passant des -lifferences aux diffe- 


rentielles on obtiendra le theoreme de Parseval. En effet faisant ri Eu; 
—E; n$m+1=Z, y=u; y=-— les limites y=0, y=n+m-+1 


. u In j 
deviennent — —0), =n+m-+1=—., et passaut des differences aux 


differentielles on aura e= du, et partant 


ad, + a16.+ 0.8;+ etc. = n I 1eosu+y—Isinu). F(eosv—y—1sinu) 
+P(cosu—y—1sinu).F(cosu+y —1sinu)]du. 


On pourrait de m&@me par ces formules trouver des expressions 
analogues au theoreme de Fourier, exprimees seulement en integrales 
aux differences. En effet etant donndes les deux series 
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Se =) 








| Pa+y)= KIOE SZ LEER + etc. 
| tt 
Zee 
Me ee 2 + ete. 
Y 


que Fon suppose toutes deux composdes d’un nombre z fini de termes, 
on aura par la formule que nous avons trouvde prec@demment 











2yn Iyn ti 
ve t-rtt(. ER cc 
Se TEN res) 
In +1 y=0 1-1 (cos I en — Y—1sin re 
In+1 In-+1 





x 2 7 r zYy?: 
(x 100 ar rrY- 1 sin) 


et par suite (en daisaut x — 0) 





tat) Y_ı 
9) Er N y=’ın+il 1—ıH. Hl Eh yayi 
er 2n+ 1 —)y: vi ® (er . ); 


y—0 . 
\ 1—ı1e 41° 


Si dans cette expression on fait n=®% et que l’on passe des dil- 
ferences aux diffErentielles, on trouvera la formule 


Se; 27 p (e“ v-1) du 
2 st 0 1 eV 





0) = 


que nous avions deja donnee dans le Tome XXVII, des Memoires de 
l’ Academie de Turin. 


Enfin il est clair qu’on aura aussi l’equation 
I 


ah) y_\ Sa! Day —iN] 
1 2n+i #ol(e ni )N, 





Y a Zn 6 Ho 40 
)=5.2171 f : 
N ) 2n+1 0 :=0 


qui se pretera facilement aux applications. 
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19. 


Theorie matlıematique de la Chaleur. 
(Par M. Poisson, a Paris.) 


(Cet article est le pr&ambule d’an ouvrage actuellement sous presse, et qui paraitra incessamment.) 





® 


1a Pyrometrie de Lambert contient les premieres applications que l’on 
a faites du calcul a la theorie de la chaleur; elles ont pour objet la di- 
stribution de la chaleur dans une barre, et la comparaison des quantites de 
chaleur rayonnante que le Soleil envoie ala Terre et aux planetes pendant 
leurs r&evolutions entieres ou des parties de chaque revolution. L’auteur 
fait voir que ces quantites sont liees a la premicre loi de Kepler, sui- 
vant laquelle les aires deerites autour du soleil, par le rayon vecteur 
de chaque planete, sont proportionnelles au temps employ& ü les deecrire. 
Relativement aux temp£ratures des points d'une barre soumise ü des sour- 
ces constantes de chaleur, il montre comment elles peuvent ätre expri- 
mees par des formules qui satisfont aux experiences. Mais Lumbert n’a 
pas cherche a deduire ces formules de l’equation differentielle d’ou de- 
pend la temperature d’un point queleonque, quand la barre est parvenue 
ä un etat permanent. La forme de cette @quation, et celle de l’&quation 
aux differences partielles qui a lieu pendant que la barre s’&chauffe ou se 
refroidit, ont @t@ indiquees par M. Biot, en 1804, dans l’extrait d’un me- 
moire sur la Propagation de la chaleur*). M. Biot les a deduites du prin- 
cipe de Newion, sur la communication de la chaleur entre des corps juxta- 
poses, quil a etendu aux tranches contigues et infiniment minces de la 
barre. Il integre l’@quation relative al’etat permanent, puis il verifie, sur 
ses propres experiences et sur celles de Rumford, la loi des temperatures 
qui resulte de cette integrale. 

Ces premiers essais, et lingenieuse theorie des echanges de chaleur 
rayonnante qu’on doit a M. Pierre Prerost, de Geneve, constituaient toute 
la theorie math@matique de la chaleur, lorsque Fourier s’en est occuppe 
dans un memoire envoy@ ä l’Institut en 1807, et ensuite, dans la piece 





*) Bibliotheque britannigue, tome XXVl. 


2 
3 
i 








\ 
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couronnde par ce corps savant au commencement de 1812 *). Par le 
nombre et la variet@ des question que l’auteur a considerdes, cette theorie 
est devenue alors une branche nouvelle de la Physique math@matique. 
Fourier a trait@ de nouweau une partie de ces question dans sa Theorie 
analytique de la Chaleur. Les volumes de l’Acad@mie des Sciences et 
ceux des Annales de Physique et de Chimie, qui ont paru depuis cet ou- 
vrage, contiennent aussi d’autres recherches de l’auteur sur le möme sujet, 
relatives prineipalement ü la chaleur rayonnante et ü la chaleur dela Terre. 

Laplace s’est occup& de la theorie de la chaleur peu de temps apres 
Fourier. Dans une note imprimee en 1810 **), il considere la propaga- 
tion de la chaleur dans l’interieur des corps comme le resultat d’un rayon- 
nement moleculaire qui s’ctend au-delä des molecules les plus voisines, 
a des distances finies, mais insensibles; et il montre comment cette ma- 
niere nouvelle d’envisager la question peut conduire a l’&quation aux dif- 
ferences partielles d’ou depend la loi des temperatures dans l'intdrieur des 
corps. I indique aussi, mais fort incompletement, un moyen de former 
l’&quation generale relative ü leur surface, que Fourier avait pr&c&demment 
donnde sans demonstration. Dans la Connaissance des Tems de 1823, 
et ensuite dans le livre XI. de la Mecanique celeste, Laplace s’est occup& 
de la resolution de ces deux &gnations, appliqudes au cas d’une sphere ho- 
mogene et dont la superficie est partout la m&me, qui a &t& primitivement 
chauffee d’une maniere queleonque. La solution söndrale qwil a donnde 
de ce probl&me comprend celle de Fourier, qui se rapporte au cas parti- 
culier ou la temperature des points de la sphere ne depend que de leur 
distance ü son centre; elle est fondde sur l!’analyse que Pauteur avait em- 
ployde autrefois dans la question du flux et du reflux de la mer, et pre- 
sente une nouvelle application de cette analyse, dont le caractere special 
est d’exprimer la valeur generale de Finconnue de chaque probleme, par 
la somme d’un nombre indefini de valeurs particulieres. Je suis parvenu 
au möme r£ösultate, dans mon second me&moire sur la Distribution de la 
Chaleur dans les corps solides ***), par une analyse diif@rente et moins 
simple, mais qui avait cependent quelque avantage, et que Laplace a re- 





*)  Memoires de "Acaddmie des Sciences, tomes IV. et V. 
“#) MIemoires de la premiere classe de P’Institut, annde 1809, page 332. 
*R#) Journal de Ü’Ecole Polytechnique, 19. cahier. 
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vard@e comme une confirmation de la sienne. En appliquant cette solu- 
tion generale au globe terrestre, il a &t& conduit & partager l’opinion de 
Fourier, qui attribue ä la chaleur primitive de la terre l’accroissement de 
temperature qu’on observe ü mesure qu'’on s’enfonce au-dessous de sa sur- 
face, et dont la grandeur n’est pas la m&me dans toutes les localites. Mais 
pour qu'on soit oblige de recouri a une pareille explication de ce pheno- 
mene, il faut qu’on ait prouve, d'une maniere complete, que si la Terre 
ctait parvenue ü son Cfat final, un tel acroissement n’aurait pas lieu en 
vertu des causes permanentes qui influent sur les tempedratures de ces diffe- 
rens points; c’est pourquoi je me suis livre, comme on le vera dans la suite 
de cet ouyrage, a un examen approfondi de ces diverses causes, parmi les 
quelles il y en a qu'on n’avait pas encore considerees, et dont les effets 
ne pourront Ötre apprecies qu’apres de tres longs intervalles de temps. 

Dans cette indication succinete des principales recherches des geo- 
metres sur la theorie de la chaleur, je ne dois pas oublier de faire men- 
tion dum memoire present r&cemment “a Ylnstitut par M. Lame, profes- 
seur de Physique “a l’Ecole Polytechnique. L’auteur a determine, dans 
ce memoire '), la loi des temperatures de tous les points d’un ellipsoide 
homogene parvenu ü un £tat permanent; et il a trouvd que l’expression 
de cette loi depend des fonctions elliptiques; ce qui ne 8’etait presented jus- 
que lü dans aucun probleme relatif a la distribution de la chaleur dans un 
corps de forme donnee. 

Je me bornerai, dans ce preambule, ces citations; elles suflront 
pour qu'on puisse connaitre la premicre origine de la partie de la science 
que je vais traiter, l’extension et limportance qu’elle a acquises dans ces 
derniers temps, et son eiat actuel. Je laisserai au lecteur “ı comparer les 
prineipes d’ou Ton dtait parti jusqu’a present et les resultats qu’on avait 
obtenus, aux principes et aux resultats qui seront exposes dans cet ou- 
vrage. En lui donnant le titre de Theorie mathematique de la Chaleur, 
jai voulu indiquer quil s’agira de deduire, par un calcul rigoureux, toutes 
les consequences d’une hypothese generale sur la communication de la 
chaleur, fondee sur l’experience et l’analogie. Ges consequences seront 
alors une transformation de Ihypothese m&me, ü laquelle le calcul n’öte 
et n’ajoute rien; et leur parfaite conformite avec les phenomenes obser- 





*) Tome V,. des Memoires presentes a FAcademie des Sciences. 
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ves ne pourra laisser aucun doute sur la verit& de la theorie. Toutefois, 
pour que cette theorie füt complete, il faudrait qu’elle comprit la deter- 
mination des mouvemens produits par la chaleur dans les fluides a@rifor- 
mes, dans les liquides, et m&me dans les corps solides, mais les g&ometres 
n’ont point encore abord& cet ordre de question, d’une grande difficulte, 
auquel se rattachent le phenomene des vents alises, celui de certains cou- 
rans qu’on observe dans la mer, et les variations diurnes du barometre. 
Dans l’&tat actuel de la science, la theorie math@matique de la chaleur a 
seulement pour objet la communication de la chaleur de proche en proche 
dans linterieur les corps solides et des liquides, et ü distance entre des 
corps differens: sous ce double rapport, je n’ai rien neglige pour que cet 
ouvrage füt aussi complet qu’on pourra le desirer. 

Les donndes ne@cessaires pour reduire, dans chaque cas, les formules 
en nombres, sont la chaleur specifique, la mesure de la conductibilit@ 
dans l’interieur des corps, et celle du pouvoir rayonnant ü leur surface. 
La chaleur speecifique a &t& determinde pour un grand nombre de corps 
solides, liquides ou gazeux, par differens proc@des qui sont exposes dans 
les traites de Physique; les notions qu’on a jusqu’a present sur la conduc- 
tibilit@ et sur le pouvoir rayonnant sont beaucoup moins precises. Inde- 
pendemment de ces donnees physiques, relatives a chaque corps en par- 
ticulier, la theorie emprunte encore ü l’experience la loi de l’emission de 
la chaleur ü travers les surfaces des corps. Sur ce point, j’ai adopte la 
loi generale en fonction des temperatures, que MM. Dulong et Petit ont 
donnde dans le m&moire qui a remport& le prix de l’Acad&mie des Sciences 
en 1818 *); ouvrage que l’on regarde, ü juste titre, comme un des plus 
remarquables de la Physique experimentale, soit ü raison de l’importance 
et de l’ensemble des re&sultats, soit a cause de la preeision des observa- 
tions et des difficultes que les auteurs ont surmontdes. En vertu de cette 
loi, la communication de la chaleur entre des corps ne depend pas sim- 
plement de leur temperature relative, comme on l’avait admis pendant 
long-temps, d’apres le prineipe de Newton, suffisamment exact dans le 
cas des temperatures ordinaires, mais qui s’ecarte de plus en plus de l’ob- 
servation ü mesure que les temperatures sont plus &levees. L’analogie 
porte ü croire, et j’ai suppose, en eflet, qu'il en est de möme dans l’intd- 





*) Journal de T’Ecole Poliiechnique, 18. cabier. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hit. 3. 34 
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rieur des corps; et quoique la communication de la chaleur n’y ait lieu 
qu’entre des molecules tres voisines, dont les temperatures sont tr&s peu 
differentes, la consideration des carrds de leurs differences donne naissance, 
ncanmoins, ü des termes que j’ai determinds, et dont l’omission rendait 
incomplete l’&quation des temperatures interieures, telle qu’on l’avait don- 
nee jusquici pour les corps homog£nes. 

Cette Theorie mathematique de la Chaleur formera la seconde par- 
tie d’un Traite de Physique mathematique, oü je me propose de consi- 
derer successivement, sans m’astreindre ä aucun ordre arr&t& d’avance, 
les diverses questions de la Physique auxquelles je pourrai appliquer l’ana- 


Iyse. La premiere partie de ce Trait@ est la Nouvelle theorie de U’ Action 
capillaire, publiee en 1831. 








en 


5 
& 


Tee Rn 
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20. 


De usu legitimo formulae summatoriae Maclaurinianae *). 
(Auct. Dr. €. G. J. Jacobi, prof. ord. math, Regiom, ) 





1. 


Series semiconvergentes, quibus Geometrae ante hos centum annos com- 
putare docuerunt summas, quae magno vel infinito numero terminorum 
constant, eo maxime se commendant, quod signis alternantibus procedere 
soleant; ita ut serie usque ad ztum et usque ad (2 -+-T)tum terminum 
computata, alter eius valor maior, alter minor sit valore summae quae- 
sito. Unde cognoscuntur limites, quos excedere non potest error com- 
missus, si in certo termino seriei summatoriae computationem sistis, Fre- 
quentur illud observatum, tantum casibus specialibus, ni fallor, demon- 
stratum est. OQuod quoties locum habet, tuto ac legitime ad calculandum 
summae valorem numericum seriae uti licet, quamvis constet post certum 
terminorum numerum eam fieri divergentem. Hinc operae pretium vide- 
tur, paucis demonstrare, quomodo est observatio precaria, ad certam et 
accuratam regulam revocetur. 
Nota est formula 


1. vVath) = VA + VI +) 
HS. "Ever @+n2, 





h" 
IL, 
in qua positum est 

IL, == 1.2.3 ....70, ve) (x) u 7 vi) 


ra gem 


Posito — A loco A, simulque —t loco ?, formula illa abit in hanc, 


2. Yla—h) = Va) VW ()h+V(&) = ee IV) r 


+ \ Ir year. 





Sit 
v)=/ Ion V)—ta—h= pn), 





*) C. Maclaurin treatise on fluxions pg. 672. $. 828. 


34 * 
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ac Supponamus, esse x —« multiplum ipsius A, quod sequentibus semper E 
positivum accipimus, erit 


3. PMarth)rPaet2i)tr.+Pe) =YVa)—yl) = Ye), 
quam summam generaliter designemus per 
2I9(@) = Pla+M)+Plc+2H+Pa+3h+..+P), | 


excluso valore infimo P®(«), incluso extremo P(x). Qua adhibita nota- 
tione, est e (3.): 


4. ZI) v)=/ Sa)da 
Habetur autem e (2): 
5. 9) = Ya)-Yle—h) = 
VERY MN HN vr wear, 
sive cum sit 
Y'(x) = f(x), ac generaliter Y)(x) = f(x), 
erit, divisione simul per 4 en 


. ee ATH IE DIT 


(n—1) 
h—1)" en 
vl ET pe@—naı. 
Si in hac formula loco x ponimus . a+?2h, a+3h 
summationem instituimus, obtinemus e (4.): 


y zen Tee 





y 0. X, atque 








= 2 f@) —/'(@) 5 Tf'(&) 2.3 a a a | | 
+ ES @ Hat. 
2. 
Sit iam, evolutione facta, 
h h 
k e?he 1 1 1 
8. Ye r® se Ay tr > tar h’ ah ....; 


multiplicatione facta per 


A Br. h? h3 h* 

e l=SIi+ntıtmt+-» 
nanciscimur relationes sequentes, quibus coeflicientes &„ aliae post alias 
determinantur, et singulae quidem ex antecedentibus binis modis diversis, 





; 
# 
# 
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[u-::.+= =(, 
Imutrn=a 
. tr + = (, 
° Ii-rinn=e 
at m. u erg er tm = 0, 
a a = 0 


Harum relationum beneficio fit, ut si in formula (7.) loco f(x) ponimus 
Se), So), af, af (a, re (ta, fe” (a) Ar, 
atque simul loco z ponimus 

n, n—1, n—?2, n—4, „ee. n—?2m: 
instituta additione, in altera aequationis parte sub signo summatorio, quod 
extra signum integrationis invenitur, abeant termini ducti in 

oh, FAR, SA, er. YIDATE, 
Unde si statuimus 
n = 2m-+t?2, 


post factam additionem indicatam evanescit summa integra, quae in altera 
parte aequationis (7.) extra signum integrationis invenitur, excepto ter- 
mino primo 3" f(x), atque prodit formula memorabilis: 


10. [BE H Od t+af rast DR... Nr fen (a) =] 
une Sf) +/ Tr zZ" femt9 (2 — 1) dt, 




















posito 
1 p iu (h Su gjm+2 ‘ (h ARE tj2m+1 “ (h ur g)?m h (h da tm? h°® 
" Allemt2) ? Iam+ı) v Tu 7 Ilom-2) 
(h — 2m h® hi (h dr t)? ham—ı 
ra Im) 1" am II, u 


Seriem ad laevam aequationis (10.) Cl. Maclaurin olim ad valorem 
summae 3 f(x) computandum proposuit. Aequatio nostra insuper erro- 


rem assignat commissum, si in certo termino seriem sistis. Qui error cum 
per integrale definitum exprimatur, plerisque casibus de magnitudine eius 
indicare licet. 
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Numeros «&, notum est omnes esse positivos. : Facta enim integra- 
tione sequitur e@ (8.): 


12. log(e?—e?) = logh + ia, Saar Äh 
u log4+1og [14 ;7- (+) +7 (2 vaiı, 
h h 
sive, expressione e?—e ? in factores infinitos resoluta, 


13. 3, — ih!" +iu,0—,... = =“ log (IH ; —); 


ipsi p tributis valoribus 1, 2, 3 usque ad iofiultıinn. Hinc habetur) 


1 o 1 1 1 
Onm 2 pm = ml! +at+zstati.. * 


Unde facile etiam assignas limites, quibus quantitates «,„ includuntur. Ha- 
betur enim 





14. I u 





or 1 2 
z —m<1+ (2 7 —1), 
R i En | - o P 
sıve cum sıt 
ef 
o P 
erit 
+) 1 1 n? 
>> port? <1 th): 


Le) 


unde 2 
Belt]. 


Oui limites facile, quantum placet, arctiores redduntur. 


S. 
Accuratius examinemus expressionem 7„. Qui posito 
acm+? 1 scrm+1 Ber Ti ?m—2 F 
6. m ro 7 ee. RZ 
16 Xım+1 iz, m-+2) D2 Ilom+2) —+ 1 N. Q, Ilm) ( 1) 0 73 


hit 


Notum est, et facile e (10.) demonstratur, designante x quemlibet nume- 
rum integrum, esse 
gem 


18. Xam+i1 (x) ne >” 





o Hamz+ı)? 
siquidem argumenti x inerementum 4 —=1 statuimus. Casu vero nostro,'quo 
t—h 


x == 
h_? 


atque per integrationem Z valores omnes a 0 usque ad A induit, erit x 








20. C. G. J. Jacobi, de usu legitimo formulae summatoriae Maclaurinianae. 267 


quantitas fracta negativa, inter O et —1 posita. Quo casu non amplius 


definire licet expressionem X„+.(%) ut summam. Nihilo tamen minus va- 

let aequatio (are 
x x Pr 

19. mp2 +1) = Km Tr Iam+1) 


quicunque sit valor ipsius x. Nam cum aequatio illa, designante x inte- 
grum, e (18.) sponte pateat, ideoque pro diversis ipsius x valoribus innu- 





’ 


t—h . 
meris valeat, identica illa esse debet. Statuto autem = —,—, et multi- 
plicatione per 4?”*! facta, fit ea e (17.): 





] +1 1 Am+i 
zm —) = 
20. ’ K2—+t1 (\\ ) 7 Tr Ilom-+1) ’ 
unde 
21. 7, = 
2m+? 2m+1 erh jm—? h? 2 n?m-i 
{ 1 .. (rt q, ; 








nn — —  —— +4 7 — u —: 
hllam+, 2 Hom+ı) ' Upm * IIam-2) 2 


Qua expressione ipsius 7 collata cum superiore (11.), videmus, ita com- 
paratam esse ipsam 7, ut posito 4—t loco t immutata maneat. Habe- 
tur igitur 


t 


2, Fr u AH Yasıı (—#) nn kt! Xzm+1 (— +) ] 





sive 
Xam+i (2—1) = Xım+1(—%). 
Quae abunde nota sunt. Et constat facile exprimi ipsum 7’, per solas 


dignitates pares ipsius Z— e quae posito A—t loco £ non mutantur. 


D) 
Quam obtinent expressionem per formulam, que sponte patet, 
233. fe), 4] = {fl +4), 4-8 i/@+ 2), A; 
. n PIE, 22 
ubi per signum Z[/(x), 4] intelligo, argumenti x accipiendum esse A in- 


crementum. De qua formula, posito 
N scrmt1 ne; | 
a) = em» a=(, Ei be nd 














obtines: 
(5) re 
PER bu, Ei a 
7, = 2 ER 2 aN 2 A ÄR 
hll2m-+2) 2 I,m 8 Ikoam-2) 
u ) Lum 
.... (— 1)” (1- =) 107 — + Ati Const. 


2 


Addo, cum 7‘, posito A—t loco £ non mutetur, theorema nostrum (10.) 











268 20. C. G. J. Jacobi, de usu legitimo formulae summatoriae Maclaurinianae. 


etiam ifa exhiberi posse: # 
25. [Ort Zt Fa SER. Han er 
= Ef TREE n+t)de 
Ah 





= Ef HS ESP ENHSP ht N Ja. 
4. 

In theoremate nostro (10.) seu (25.) cum valores ipsius £ tantum 
inter O et A positi considerentur, iam demonstrabimus, in quo cardo rei 
nostrae vertitur, pro omnibus illis valoribus ipsius 2 ipsum 7), sionum non 
mutare. Quam ita adornare licet demonstrationem. 


Habetur 


SE IT 2 ENDEN + 








26. 





} 
Quae, designante x integrum, sponte patet evolutio e (18.), cum sit 
1 — e*: x 
PER z(x=1) 
1—e: ze e 


° 


ipsius x ineremento —=1 posito. Unde cum aequatio (26.) pro innumeris 
ipsius x valoribus valeat, pro natura functionum x%(x), quae sunt rationa- 

















les, integrae, finitae, eadem pro quolibet ipsius x valore valet. Sit. iam 
a — 1—z, 
erit 
77. 1— e*: en. _— X: u 1—e: |, e— ee“: ber eX2) (1 — e*':) 
1— e* 1— ee” 1— e® 1— e: 1— e | 
x x 
(2? VER) 

et—e ? 


Unde fit e (26.), si expressionem hanc in factores infinitos resolvis : 


I 4 
| ? an e „2 3m) = 2. e-D+r (cl) +], 
4p’n° 


siquidem in producto praefixo II denotato ipsi p valores 1, 2, 3, 
tribuis. 
Ponamus 








28 —zre'Il 


2 


- 
Be —z 
u 


y Tg 


erit expressio sub signo multiplicatorio in (28.), 








20. C.G. J. Jacobi, de usu legitimo formulae summatoriae Maclaurinianae.. 269 








EB ‚ri uud ein 
29. © 5 N 141 a)y +2 = ” 
—=1 +2ra'ytaa(2420) 

Quae expressio evoluta in seriem secundum dignitates ascendentes 
ipsius y seu (— 2°), co@fficientes omnes habet positivos, si xx’ positivum 
est. Quo casu igitur etiam productum II,e factoribus (29.) conflatum, si 
ad dignitates ipsius (—2?) evolvitur, coöfficientes omnes habebit positivos; 
sive cum in expressione (28.) productum Il adhuc ducatur in —xx'z, 
coefficientes expressionis illius evolutae, 2%m4.(@—1), erunt positivi, si 
m est impar, negativi, si 72 est numerus par. 


Fit autem xx’ = x(1—x) positivum pro iis valoribus ipsius x 
omnibus, qui sunt inter O et 1 positi, neque pro illis aliis. Unde 


„erit Xımyı (2 —1) pro valorıbus ipsius x omnibus inter O et 1 PO= 
„sitis positivum, si m est numerus impar, negativum, si m est par.” 


Unde, cum posito x = =, sit £ inter O et A, si x inter O et 1, sequitur 


e (17.) ineremento A semper positivo accepto, 


„pro omnibus ipsius t valoribus inter O et h positis, esse T,„ posi- 
„tivum, si m sit numerus impar, negativum, si m sit par.” 


> 


Et hine profecti sine ulla negotio iam de formula nostra (10.) de- 
ducimus hoc theorema. 


Theorema. 
„Proposita summa 


„z/@) = Sa+h+Sa+?H)+fla+ 34) .... +4), 


„guoties expressio 
2m-+-2 
„Erf = 2 fe 





6) sc’m+?2 b 


„pro valoribus omnibus ipsius t inter O et h positis negue in infinitum 
„abit, negue signum mutat: excessus seriei summatoriae usque ad 
„(m-+-2)"" terminum producetae super valorem summae propositae, 


NHL DR 


RN (—1)”t! m fe) (a) ae) ai. =” f(x) 
Crelle’s Journal d, M. Bd. XIL, Hft. 3., 35 
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„iden signum habet atgue Z* fe" (2 —t), si m est numerus impar, 
a 
„Signum contrarium, si m est numerus par.” 


Quod est de re, quae satis vagis ratiociniis tractari solet, theorema 
rigorosum et accuratum. 


Vocemus 5, valorem seriei Maclaurinianae usque ad (m + tum 
terminum productae, 


# Be +3/ (a)tae,S'(a)h—ea, f" (x) A° (Arte, FR (x) rem]. 


5 ——— 6) x 
” h 


u 


Sequitur e theoremate invento hoc: 
„SZ utrague expressio 


. > Fu ae (x — £) : u (x ER !) 


„pro valorıbus omnibus ipsius t inter O et h positis negue in infi- 





„altum abit negue signum mutat, idemgue utrigue signum suppetit, 
„summae propositae Z“ f(x) valor inclusus est inter valores G„_ı 
a 


„) 
E On: 


Idem extenditur ad casum generaliorem, quo indicum m differentia est 
numerus quilibet impar. 


Facile patet, esse generaliter 
30. [P@)dr =f, Z’p(@— dt. 
Unde si Z7 fÜ"#9) (2— 2), si £ inter O et 4, neque signum mutat neque 
in infnitum abit, idem etiam signum erit integrali 


Al OLE 


porro e theoremate invento idem signum est expressioni 
NIC. f@)). 
Hino habemus theorema: 
„SI ZU fUrt9(2— 1), guoties £ inter O et h, negue signum mutat 


„negue in infinitum abit, excessus G„— 2” f(x) signum. contrarium 
a 


„habet atgue terminus seriei Maclaurinianae, gui ipsam G„ proxime 
„eontinual, 


„—1)" a, S, e fer? (z)dx2.” 
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Casibus, quibus prae ceteris applicatur series summatoria Maclauriniana, 
eonditionibus antecedentibus stabilitis satisfieri sole. Quibus igitur cası- 
bus de erroris limitibus tibi eonstabit, atque seriei tutus et legitimus 


usus erit. 


Corollarıum. 


Apponam summas dignitatum imparium numerorum naturalium sive 
functionum Ilany+ı Xamtı (X), expressas per quantitatem 


u= x(c-1). 
Fit 


FU 


x 
I 


„ 
( 
Ü 


su’ (u—;z) 


Fu gu +3) 


:M M °M eM eM 
8 
\ 


x’ = hu(W— Zu’ +3u — 3) 
x zur (WW —4u 4 Yu? —10u+5) 
E Ru — zu Zu Eu? Nu—) 
etc. etc. 


Quae expressiones maxime in inferiorum dignitatum summis eo se com- 
mendant, «quod earum terminorum numerus duobus minor sit atque vul- 
garium formularum. 


Ad continuandas expressiones observo, si 
1 








Zr = 5 [urt—a, ur? o,uP”° ER (—1)P7? Q,3 u” |, 
Zar m a Re Pb], 
haberi: 
2pQRp—1)a = (?p—2)(2p —3)b,— p(p—1) 
rar, = ( y—-HYarp—N.—p-Dp—db, 
2pQp—1)a, = (2p—6)(2p— N), — p—2)(p—3)b. 


Ö 


3.46, 2.— 2.35 


p-3* 
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Harum relationum ope, cognitis @,„, coeflicientes b,, aliae post alias 
computantur. Calculus et retro institui potest, cum co&@fhicientem postre- 


mum eandem habeas atque in forma vulgari, quae secundum dignitates 
ipsius a procedit. 


Expressiones similes summarum parium dignitatum obtines ex ante- 
cedentibus differentiando, cum sit 


1 02° .?pr+! 
ur 2pr+1 09x 


Relationes antecc. inter quantitates a et 5 facile e noto theore- 
mate inveniuntur, quod summa numerorum naturalium ad dignitatem im- 
parem elatorum bis differentiata, reiectaque constante et per constantem 


divisione facta, prodeat summa numerorum naturalium ad dignitatem im- 
parem proxime minorem elatorum. 





>* zer 
0 


Ex iisdem relationibus ipso conspectu demonstratur, expressiones 
propositas, sicufi in exemplis appositis videre est, alternantibus signis pro- 
cedere. Quippe quod, ubi in ulla valet, e natura relationum istarum 
etiam de subsequentibus omnibas valebit. Unde quoties u est quantitas 
negativa, expressionum termini omnes signum idem habent, quod e signo 
dignitatis supremae determinatur. Hinc petitur demonstratio nova magis 
elementaris theorematis supra propositi, expressionem 7'„ pro ipsius Z va- 
loribus omnibus inter O0 et A positis signum idem servare. 

Residui seriei summatoriae Maclaurinianae expressionem a nostra 
diversam dedit ill. Poisson in commentatione egregia „Sur le calcul nu- 
merique des Integrales definies” (Acad. des Sciences Vol. VI. pag. 571 sqq.). 


D. 2. Junii 1834. 
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21. 


Memoire sur une formule d’analyse. 
(Par Mr. Joseph Liouville a Paris.) 





1. 


Dans mon memoire sur quelques questions de Geometrie et de 
Mecunique, jai donne la formule 


f. Pata)arda = (ArTWf" older 
dans laquelle u est >O et ou ['(x) represente, suivant la notation de 
Legendre, Vint@grale Eulerienne de seconde espece f "er.ge-i dh. Cette 


relation entre les derivdes A indices quelconques et les int@grales definies 
est une consequence presque immediate de notre definition des difleren- 
tielles. On sait qu’apres avoir remplace la fonction P(x) par un certain 
developpement en serie de la forme 3 A,„e”*, nous r&gardons .. 


ii P(x)dx“ comme la representation abreg@e de la serie nouvelle & 4,, nern 


qui se deduit de la premiere, a l’aide d’une operation tres simple. Da- 
pres la d@monstration developpee au 21°”° cahier du journal de l’Ecole 
plytechnique, page 8., diverses conditions doivent &tre remplies pour que 
la formule (4.) soit exacte. 

1°. TI faut que dans le developpement exponentiel 3_4,„e”*" de la 
fonction P(x), les exposants 77 soient tous de la forme mn = —p+yyY—1, 
c’est-A-dire que la partie reelle de ces exposants doit ätre negative: 
quant ü la partie imaginaire de 7, son signe et sa grandeur importent peu. 

2°. Il faut en outre que se developpement conserve la m&me forme 
si Fon change x en x-+-«a et que l’on attribue ensuite ä « une valeur 
reelle et positive quelconque. En d’autres termes, il faut ge l’egakte: 

Pau) = 24, e"t” 


. . 1 
subsiste pour toutes les valeurs de « comprises entre 0 et —- 


2. Uy a plusieurs manicres de parvenir ü la formule (4.): elles 
conduisent en general A des r&sultats semblables. Celle que jai adoptce, 


dans le m@moire cit@ plus haut, me parait la plus simple et la plus directe 
Crelie's Journal d. M. Bd. XII. Hft. 4. 36 
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de toutes. On peut encore demontrer notre thdoreme en regardant l’in- 
[4 fi N . . ® 
tegrale / P(x)dx“ comme la vraie valeur d’une expression rdduite A la 


forme 5, conformement ü la theorie que jai exposde dans un autre en- 
droit. En elfet si la fonetion (x) ne contient dans son developpement 
exponentiel 3 4,e”* que des exposants de la forme m = —p+yy—1, 


on soit que la valeur de lintegrale / "Plx)dx“ coincide avec celle que 


l’on obtient en faisant = 0 dans la suite infinie 


— (Pe + Pe ++ Dog be ae) 


en sorte que si la quantite f est supposee infiniment petite, on a rigou- 
reusement 


[ea = pattern Doc+2m +...) 


En designant par 7. = terme general de la serie 


tee Darm 


m. Bir AMKEhON.: un 
’ 2,85 











on aura 





et l’egalit@ preeödente ee 


So) da == ER+T +7, +... + +.) 

Maintenant il fant en que A* est une quantit@ infiniment pe- 
tite puisque a est >0. HI resulte de la qu’on peut, sans erreur sensible, 
faire abstraetion d’un nombre quelconque des premiers termes du second 
membre de notre quation, et tenir compte seulement des derniers termes 
qui, etant en nombre infini, donnent un produit fini lorsqu’on multiplie 
leur somme par 4“, S8oit done > un nombre entier aussi grand qu’on 
voudra, et il sera permis d’Cerire 


‘ b 
[va = nt et t ten) 
Mais lorsque 7 est une quantit& tres considerable, Pexpression de 7’, se 
simplifie a l’aide des formules ceonnues pour le calcul des produits com- 
posds d’un grand nombre de facteurs, et devient ü peu pres 
ne re 

I (u) 
En y faisant successivement 2=p, n=p-+-1, etc., on formera les di- 
vers termes 7',, 7',.., eto., et on trouvera 

















2 ee ee 
ei « 


2 
n. 
I} 
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S vod = age Met) + PCHRHDNt.). 
Cette £galit& prend une forme plus commode, en ajoutant au second mem- 
bre la quantite 


m Ta5Pe+D+r Pat MH. + Pa+R—DA), 
dont la valeur est negligeable ä cause du facteur Evanouissant A“. Le 
resultat qu’on obtient alors peut Etre Ecrit ainsi: 


u 1 n_ x a 
S Pa) da = (—I%T (a) 2 hen“""Q@(a4-nh) 


nz=1 








le signe 3 s’etendant ü toutes les valeurs enticres de 2, comprises entre 
n=Vetn=x, 

Ainsi en attribuant ä z les valeurs successives n=1, n=?, n=3,... 
juqua 2=x, on a 


n_oo 


> keniplatnh) = (ATS Pla)dar. 


ni 
Actuellement posez nh=u, et, parceque h est infiniment petit, regardez 
l’accroissement 3 de & comme &gal ä da, vous transformerez le premier 
membre en une integrale definie, et cette integrale sera pr&cisöment 


[* Plx--u)a""da. Donc, en remplagant la somme 2 par lintegrale 


que je viens d’ecrire, P’&öquation pr&cedente deviendra l’&quation (4.) quil 
s’agissait de d@montrer. 


I. 
3. Dans le journal de l’Ecole polytechnique, je me suis servi de 
formule (4.) pour r&soudre plusieurs problömes dans lesquels il s’agissait, 
au fond, de determiner la fonction P(x) ä l’aide de l’&quation: 


SI Pa+a)a da = Flo), 
F(x) 6&tant une quanfit@ connue, assujettie en general ü devenir nulle 
qandz=+x. 
Pour fixer les idees, et indiquer par un exemple la manicre de 
proceder, supposons que e=%, et proposons mous de determiner @(x) 
par la condition 


1. Sova+0 7 m 


Comme la formule (4.) nous donne 
36* 
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9 da s 
fi (+0), = viyaf Plx)dar, 
nous transformerons }’@quation du probleme, dans celle-ci: 


Vv-Iysf oa)dat = Fe) 


d’oü nous tirerons: 
2 1 di F(x) 
a) FVR An 





Cette valeur de P(x) contient implicitement un nombre illimit& de 
constantes arbitraires, a cause de la fonction compl@ementaire qu’on doit 
ajouter aux diffErentielles a indices queleonques, pour leur donner toute la 
gen£ralit@ qu’elles comportent. Mais parmi les valeurs de @ (x), ilyen 
a une et une seule qui possede la propriet® de diminuer jusqu’ä zero 
quand x augmente Jusquä Viofini positif; et c’est celle la dont nous de- 
pons faire choix, puisque la fonction F(x) &tant, par hypothese, de telle 


inf EV E 
nature que Fon ait # (—) = 0, lintegrale f o (+0), et a fortior: 


1 


la fonction P(x) doivent s’annuller aussi lorsque =. 


Maintenant si l’on observe que 











BF(: rg 
_— RA 1x) dar, 
nd) ’ ‚ . we dF(x) 
F' (x) etant l'expression abregee de — ——, on trouvera par le secours 
de la formule (4.): 
dtF(x) .. 1 rg y aß 
2: = yove J. Fer 
et on en conclura: 
is 1 on Pi \ dß 
)=—z/, Fa+9 


. ei .. 1 
valeur qui satisfait a la eondition ® (-) =0(, et au moyen de laquelle 
l’egalite (1.) aura lieu. 
4. En changeant x en x-+« et reportant ensuite dans l’equation 
(1.) la valeur de @(x-+.) qui en resulte, il vient: 
ve OO .., dadß ar 
1 ) Ei ——— 
A Fi { (e-+«+P) Ve? al (x), 


resultat singulier qui nous fait connaitre Ja valeur d’une integrale double 





assez remarquable, et quiil nous sera facile de demontrer directement 


de la manicere suivante. 


a 
FR 
# 
2 
$ 











#, 


0-2 


. 
BR 
£, 
& 
Y& 
Br! 
Et 
Er 
2 
4 
“ 





4 2 ee 
nn 
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Changeont & en «’ et ß en P?: designons en outre par £ linte- 
grale double en question, et nous aurons 


= af” Ira + a +B)dadß. 
Considerant done «& et ß comme l’abseisse et l’ordonnee d’un point 
M appartenant a un plan, nous voyons que Vintdgrale est relative A tous 
les points de ce plan, situ&s dans l’angle des coordonndes positives. Mais 
rien n’empöche de substituer aux coordonndes rectangulaires &, B des 
coordonne@es polaires ayant la m@me origine, et consistant dans un rayon 
vecteur r et un angle » eompris entre ee rayon vecteur et l’axe des «. 


Nous aurons de la sorte 
+ = r, dadßB = rdrdw, 


et 


Cm af. do /, F(c+r)rar. 

Les deux integrations s’effectuent de suite, et si lon suppose la 
fonction F(x-+-r?) telle qu’elle se reduise a zero quand r = x, on trouve 
e=—rF (x), ce quil fallait d&montrer. 

5. On obtiendra des resultats semblables, en considerant l’equa- 
tion gencrale 

2. ST Pat+a)artda= Fe). 
Cest ce que nous allons prouver. Toutefois dans la vue de simplifier 
les calculs, nous suppeserons »<{1, ce qui au fond n’alterera en rien la 
gen£ralit@ de notre analyse. 

En remplacant, dans l’&quation (2.), lintegrale definie par sa va- 
leur en integrale indefnie, il vient: 


AUT Pa)da' = Fe) 


1 d4 F(x) 
Do u 
u A (1) Tu)" dat 


d’ou Von tire: 





3 


ou: 
1 EB 1, pe RL 77 
9a) = era f Ka)de. 
Donc en exprimant a son tour en quadrature dÜiimie, Vintdgrale du se- 
cond membre, nous aurons: 








d’ß 


1 x Iu/, \ 
(x) ei OO TW)TA- e) P, r (2+P) 8 
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Cette valeur de @(zx) est la seule qui puisse satisfaire ä l’equation 


(2.), puisque nulle autre ne s’accorde avec la condition F(-) =0, la- 


a 


R : 1 
quelle exige qu’on ait e(-) =0. Changeons done z en z-+u, et sub- 


stituons dans P’&quation (2.) la valeur de @(=-+x) ainsi obtenue; nous 
tomberons sur V’egalite 


SI @rat+M FdadB = -TWIA-p)Fle), 
qui doit ötre satisfaite identiquement, et quil s’agit de verifier par une 


methode ind@pendante de la consideration des differentielles A indices 
auelconques. Pour cela je designe par C la quadrature double qui s’y 


trouve; je remplace «a par a’, ß par P?, et jai: 
oo fo. 
g=af S Fat +9) Gi dadß, 
On transformera les coordonndes rectangulaires a, ß en coordonndes po- 


laires, si Fon pose 
4 = rc08sw, B = rsinw 


Ey; du /"Fla+r).oot"to.rdr. 
On eflectue he lint@gration par rapport ä r; et puisque l’on sup- 
pose F(e+r)=0 quand r=*, il vient 


Te 


et on en deduira 


Sa 


= — ad co! u.du. 
0 
Je pose cot»=y%, et j’ai ainsi: 
ldz 


‘= —Fa)/ = ee 

Or ce dernier r&sultat, d’apres les proprietes des fonctions I’ (Voyez 
le 19° cahier du journal de l’Ecole polytechnique, page 479.) ne differe 
pas de l’&quation qu'il s’agissait de ve£rifier. 

II. 

6. La formule (4.) doit ötre regard&e comme tres importante 
dans la theorie des differentielles A indices quelconques. C'est en effet 
A Faide de la relation quelle etablit entre ces differentielles et les qua» 
dratures definies, qu’on parvient ä ramener aux derivees fractionnaires 
et ü rdsoudre d’une maniere directe un grand nombre de questions difh- 
Parmi ces questions, les unes sont relatives ä la Geometrie et ü 


ciles. 
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la M&canique; et ce que nous avons &cerit ä ce sujet dans le journal de 
l'’Ecole polytechnique suffit pour en donner une idee, quoique nous n’ayons 
propose que des exemples extrömement simples. Mais c’est principale- 
ment par ses applications ü la theorie des intögrales definies que le calcul 
des differentielles & indices quelconques peut tre utile ainsi que nous 
esperons le montrer par la suite, 

II existe un grand nombre de formules semblables ü la formule 
(4.) et qui peuvent aisement s’en deduire par diverses transformations. 
Nous allons en indiquer queiques unes. 

7. Dans la formule (4.), je change x en x*: elle devient 


SE Pe +a)ada= (-1,TWS"pa)aa). 


Soit F(&) une fonction nouvelle telle que l’on ait: 


a) = Tg, 





et par cons&quent: En 
Para) = FEN, 


En remplagant partout la fonction P(x) par la fonction F(x), nous ob- 
tiendrons: 


&F(V(x?-+e)) „_ı z. 4 F(x) ar 
ae wida = (IT a dar 


Si maintenant nous substituons ä la lettre « une autre lettre ß lice ä la 
premiere par l’Egalite. 











oc*3 
tan? ß? 
les limites de l’integrale deviendront =0, P = 
tout calcul fait: | 


(B.) A; Fr ,) rn ua Str ä nn ir —_ d(a y. 


C'est la formule ü laquelle je voulais parvenir. En y posaut a—=}%, elle 
se reduit ä: 


Ser) af On! 


; et nous trouverons, 


| a 














egalit& deja demontree dans 21°“ cahier du journal de l’Ecole polytech- 


nique, page 42. 
En changeant dans cette Egalite F(x) en /(z?), puis (2) eu Ya, 


elle deviendra plus simplement: 











n . 3 P 
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Sr) = re fra, 4 


si done on pose successivement 


. u 1 Fra a HR. 
a RE et Fa) = Vii-+), 











on tombera sur ces deux r£sultats eng? 


Te 


__ aß ___Y-AVaVe pp 
Sn” ven 


Saeylı- ser1) = VE Ve PEN 


2 u aV x 














et 











EEE 


qui nous montrent que les fonctions elliptiques completes de premiere et 
de seconde espece, considerdes comme fonctions du module, peuvent tou- 
jours se transformer en integrales indefinies ä indices fractionnaires prises 


par rapport ü ce module. Ce theoröme s’etend aux fonctions completes 
de troisieme espece, et on trouverait de la möme maniere: 





7 


” dß __VVnVx z Vx.daj} 
F 1422) Yı-=F) E 2 £ (2 +a)V (2 —1)” 


IC 

















8. Par des transformations tres simples, la formule (B.) en four- 
nira deux autres que je rapporterai ic} parcequ’elles trouvent leur appli- 
cation dans des problemes physico - vmeliiensikgun. Ces formules sont 


(€.) [" Fizcosa)de = vAya yp* F (x )24(Z ) 





et 
(D) [Fi coso)do = Eu iER 2 (F(&) + F(—2))ad 3y 
Mais au lieu de m’arröter ä les demontrer, jiindiquerai en peu de 
mots une maniere nouvelle de parvenir au th&or&me que jai donne dans 
le 21°“ cahier du journal de [Ecole polytechnique, page 47., et qut m’a 
servi ü g@n@raliser le problöme des tautochrones. La formule & laquelle 
je fais allusion est la suivante: 


ur 
Ef 'o(2 Jay = (—1/".x of o% u: 








Ne pour la d@eduire de l'@quation (B.), changez d’abord z en Yz, et fai- 
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tes sinß=y%; cela vous donnera: 


1 (Va\ A-0140 _ , vll) fARVe) 
f F(75) g. = (—1) Zu u ai dx, 


Maintenant posez F(yx)x" =® (=), k=p-+1: vous trouverez tout de 


de suite: 
p+i o () dap+t 


SoYa-ya=tertnf 78 


ce qui est precisement la formule (E.). Dans le journal de l’Ecole poly- 
technique dejü eit@, nous avons demontre cette formule en developpant 








rpt? 


I 


. d . .. j 
la fonction 2(—) en serie ordonnee suivant les puissances de x, et en 


partant de la relation connue 
"gm P 3g — Klrt1)Im+1) 
Ja = Fatrr 

qui existe entre les integrales Euleriennes de premiere et de seconde espece. 
Röciproquement notre formule (E.) qui vient a linstant m&me d’ötre etablie 
d’une maniere directe, tout ä fait independante de cette relation, pourrait 
ä son tour servir ä la demontrer. Il suffirait pour cela de poser P (x) = x” 
dans les deux membres de l’&quation et d’observer qu’on a 


gr T(m+1) 
a pr Tm+p+2)ert 








IV. 


9. Jai deja eu occasion de montrer l’usage de la formule (E.) 
pour r&soudre le probleme si connu de la tautochrone dans le vide et 
pour le generaliser. On peut aussi par la m&me methode determiner la 
tautochrone dans un milieu r&sistant comme le carr& de la vitesse. 

Pour cela soit 4mM la courbe tautochrone dont A est le point 
le plus bas: la nature de cette courbe consiste, comme on gait, en ce que 
si lon place en M, sans vitesse initiale, un mobile soumis ü la fois a lac- 
tion de la pesanteur et ä celle d’un milieu resistant, ce mobile emploiera 
toujours le m&me temps 7’ pour aller de M en 4, quel que soit le point 
de depart M. 

Supposons donc qu’au bout du temps ?, le mobile soit descendu 
de M en m et designons Parc 4m par s. L’&quation du mouvement sera 
de la forme: 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hit 4. 327 
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d?s ds ds\’ 
eo) errrn 

z etant Vintensit@ de la pesenteur, 2 le coö@fficient de la resistance du mi- 
lieu, et z l’ordonnde verticale du poiut 2 comptee ä partir du plan ho- 
rizontal mene par l’origine 4. Soit en outre = la valeur de x qui 
repond A Z=0, ou, si l’on veut, l’ordonnee verticale du point M; et de- 


5 * [4 ’ “ h 
sienons par 5 Tintegrale definie #2 e””dx. Enfin observons que, pour 


o 


t=0,ona =, =0; et que pour =(0, on at=T’ quel que soit 2. 


Cela pos@, en integrant l’&quation (4.), nous trouverons: I’ 
h Er, “e .dx 
r u ER ze f . * 
v2 & r Ye / es dx) 
ö 
Je change actuellement de variable independante et pour cela je fais: 
Fa dx = u 


oO 








Les limites de lintegrale deviennent v=0, u =b: de plus on a: 








ds ds 

= _—_ de = e"— du. 

ec" dx e 7, Fu 
Il vient done: 

R es .. du 
T 2. 1 if dx . 

BE V (25) o V(b—u) 
, .,., ns 1 * .. . 
J’observe que la quantite e — est implicitement une fonction de u: en 


la remplagant par Y(u), Jobtiens: 
To 1 ° wl(u)du “u vb 1 u(b0)d0 
Vag)o Vb—-u) VRE)Jo VAN ' 
Cette valeur, en vertu de la formule (E.), se transforme dans la 
suivante: 








| v—i Vn p) p 1\: 
T= 7m) ıvıyvwalz); 
de lauelle on deduit: 


u(b) ER 3 ig V (25) dvVb 
YTTy—Va’ıvo ve 








b 
ou, plus simplement: au 
TV (2g 
MORE 


Comme cette derniere Egalit@ subsiste quel que soit 5, on peut y changer 
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ben u, etona: 





ds TV (22 
(y ne in 8, 
v ) re dx zV u 


L’are s etant en outre lie ä z par la relation: 


* ip, 
u zu / el 7 
«/ 0 
on trouve, en la combinant avec la pr&c&dente pour @liminer u: 


[de = RM ach (=) 








* qı® ds 
equation d’ou l’on tirera la valeur de x en s. Pour y parvenir, diffören- 
ö a dx 
cions en les deux membres et posons en möme temps ——-—=7?. Il nous 
viendra 
4-.T? [d 
1= (? —.np) 
n*® ds 
Equation lindaire dont je deduis 
0x Br n? 
=—— — 7, 
ke os 6 AngT*® 


Si on exige, comme cela est naturel, que pour x=0, on ait 0, 
2 


. . . A - st 4 
la constante arbitraire C doit ötre prise = zz et l’on en conclut 
{e) 
0x n? 2 
AngT? (e—1). 
Integrant de nouveau et observant que les deux variables x et s 
doivent s’evanouir ensemble, on a donc finalement 


gr? 





a 


x = An; T? (e"—ns—1) 


pour l’&quation de la courbe tautochrone; et on peut verifier qu'en y po- 
2 0.2 


. B st” Ss 
sant 20, cette Equation se reduit a c—=g—; et redonne la cycloide, 


10. Pour le cas particulier ou 2 =o, cette analyse s’accorde avec 
celle que nous avons developpde dans le journal de l’Ecole polytechnique. 
Mais lä nous avions moins pour but de resoudre le probläme des tauto- 
chrones dans le vide que de chercher ü generaliser ce problöme, en as- 
sujettissant le temps 7’ non plus ü rester independant de %, mais au con- 
traire ü varier proportionellement ü une fonction donnee f(}). Cette ex- 
tension elegante d’une question si connue derive de nos formules avec 
une extröme facilit£; mais nous devons dire qu’Abel en a eu la premiere 
idee, et qwil y a dt& conduit par des considerations ingenieuses, quoique 
un peu indirectes. Voyez le journal de Mr. Ürelle, tome 1”, page 154. 

> De 
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Consider‘ analytiquement, le probleme dont nous parlons pourrait 4 
ötre nonce de la maniere suivante: 
Determiner la fonction ®(x) de telle sorte gue l’on ait O(x)=O0 et 4 





y'(0)d 0 
Z J: V (x—6) = f(®) 
f(x) etant une guantite connue, et ®'(#) designant ia derivee en. 


Tl est clair que l’on suppose implicitement f(0)=0. 


Abel a trouv& que la valeur de ®(x) cherchee est fournie par cette 
formule tres simple 


0 


Pour obtenir cette valeur ac aa methode, observons d’abord 
que de la formule (F) on deduit aisement: 


Sen = ve J Paare): 


moyennant quoi, l’&quation (ß.) devient: 


N voevrealf) = fe) 














et donne : ti 
d xf(x)) 
a) —1VNEV x" a(t) 
x 


c’est-ä= dire 

















v1 3 .„d(V xf(a)) ,‚(1\ 
o' (x) — V ns. zV x x” dz d(—) ” 
Mais, en vertu de la formule (E.), on a: 
=» „dlV x F(x)) a(— ) u cV x een Va de 
dx a7 "—- VvAÄVn adx "vYvi—e’ 


Donc on a aussi: 


/ _ 1 f'd(Veax)flax)) Vade 
oO (x) >; „. ads vie) . 


Integrant done, et determinant la constante de telle sorte que x et P(x) 
s’@vanouissent ensemble, puis posant 2==#, on obtient definitivement: 


5 1 f* ISOd6 . 
ee HT, V(x=—6)’ 


ce qui est le r&sultat d@couvert par Abel. Cet illustre G&eometre a pre- 
sent® sa solution sous une forme un peu plus generale qu'il nous aurait 
‘te egalement aise de deduire de nos formules; c’est uniquement pour 
abreger que nous avons considere le cas le plus simple. 








RN 


5 
2 
E| 
& 








21. J. Liouville, mdmoire sur une formule d’analyse. 285 


V. 

11. Les recherches precddentes appartiennent ü la partie el&men- 
taire du calcul des derivees A indices queleonques, puisqu’en designant par 
y la quantit& dont on d@mandait la valeur et par f(x) une fonction don- 
nee de x, on est toujours tombe, apres quelques transformations, sur une 
&quations ä deux termes de la forme 


ya = f(e), 
d’ou l’on a conclu par la definition m&me des differentielles: 


_ d’f(&) 
dx : 





Mais la question deviendra tres vaste et tres @pineuse si la nature des 
problömes qu’on veut r&esoudre mene ä de veritables &quations differen- 
tielles ü indices fractionaires, dans lesquelles les variables ne se s&parent 
pas immediatement. C'est ce qui arrivera, par exemple, si vous cherchez 
a determiner la fonction inconnue P (x) en l’assujetissant a la condition: 


JS Pet) tr) = /@). 
En effet, puisque on a: 
J. Pc+a) = yv—1 va/"oa)das, 


cette @quation de condition deviendra: 


i 
v-1ve/ god +pa) = fe). 

Pour integrer cette &quation, vous prendrez lintegrale ä indice 3 des deux 

membres, et vous obtiendrez: 


yv- v»/o@) de+f"payda‘ = S'f)dar, 


Eliminant donc S *ole) dx: entre ces deux @quations, vous trouverez: 


#/o($)dz+p() = Se) V—IvVef fe)dat 


egalite qui, par les methodes du calcul ordinaire, vous servira üä determi- 
ner P (x). Le moyen d’integration que je viens d’appliquer ä un exemple 
est assez general: il comprend en eflet toutes les &quations lindaires ü 
derivees fractionnaires, quelle que soit la fonction connue place dans leur 
second membre, pourvu que les co@fficients des divers termeg du premier 
membre puissent se reduire soit ä des constantes, soit ü des fonctions al- 
»@briques rationnelles et entieres de la variable x. 
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12. Quelquefois on est conduit ü des @quations dans lesquelles les 
differenciations ne sont pas toutes relatives a la möme variable indepen- 
dante. Telle est par exemple l’&quation diffErentielle: 


diy diy 
: ——— 4 — = Fix) 
m (V x) +7 F&) 
Ici vous rencontrer @videmment un degr& de difficult& de plus; 
car il faut, avant de songer ä integrer l’&quation (Y.), trouver le moyen 


2 
co? y 


d’exprimer la differentielle IV ji > S0US forme finie, ü Paide d’autres diffe- 


rentielles prises par rapport ü la variable independante x; ce qui n'est en- 
core qu’un cas singulier de ce qu’on peut nommer le probl&me general 
du changement de la variable independante. Je vais indiquer en peu 
de mots comment j’opere ici le changement demande, et comment j’en 
deduis Vintegrale de l’equation (Y.). 


ge" 


dv a 


Une des formules que trouve d’abord pour exprimer 
derivees relatives a la variable x, est la suivante: 


di y JR Kir2 
— a —— da. 
d d(V x) on da 


Je ne m’arröterai pas ‘ demontrer cette formule, laissant au lecteur le 


soin d’en constater l’exactitude, ce qui peut se faire de plusieurs manie- 
diy 


res. Maintenant si je porte dans l’&quation (y.) la valeur de IV) 


ie trouve; 
ij ’ fa m 
y 


= Fl), 





di 
Differenciant done pnr ie AN he , puis tirant la valeur de = : 
jobtiens : di F(x) 

diy d.x* 





-——— 


dat — IV 2.2 


d’ou je conclus: 
rd Fl) , 


wi da nn 
Y Cr FErure ac$ 


Telle est la valeur de y qui satisfait a P’equation (Y.). 
13. Si qgnelque lecteur voulait s’exercer sur des «questions condui- 


sant ä des dquations difl@rentielles ü indices fractionnaires, je proposerais 
de döterminer la fonction ®(x) qui satisfait ü Fune des Egalites suivantes: 





da 


"owetn)daart/ Pet. = F(x) 


© 





313 
Re 
s; 
f- 
% 
vs 


eh 3: er 


N 
n 
3 
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x/ MH) dat. "Plata)l2 = F(a) 
JS, Pat zu t+ Vz.) = Fa) 


lesquelles &galit&s se resolvent toutes trois immediatement par lies me- 
thodes dont je viens de donner une idde, et conduisent ä une valeur de 
®(x) exprimde sous forme finie, en integrales definies. Il sera bon de 
comparer aussi la marche tracde par notre analyse avec celle dont on 
pourrait faire usage, en se bornant ä lanalyse ordinaire. 

Je regrette de ne pouyvoir m’etendre davantage sur ce sujet; mais 
n’ayant pas, pour le moment, le loisir necessaire, j’ai du reduire ce petit 
memoire ü n’ötre qu’une espece de commentaire de ceux que j’ai publies 
dans le Journal de l’Ecole polytechnique. Peut-£etre cela sufhira-t-il 
pour engager quelques göometres ä marcher dans le möme voie. Je ter- 
minerai cet article en rappelant «ne si le calcul des derivdes fractionnaires 
s’applique d’une maniere commode ü la solution de divers problömes, il 
le doit a sa definition fondde sur le d@veloppement exponentiel des fonc- 
tions. La consideration de ce d@veloppement nous parait d’autant mieux 
puisee dans la nature des choses, qu’elle seule fournit l’explication com- 
plete de ce qu’on a nomme& l’analogie des puissances et des differences. 
Au reste comme une fonction donnee f(x) peut &tre r&duite de plusieurs 
manieres en serie de la forme 34,,e”*, on doit avoir soin, pour ne pas 
se contredire, d’employer toujours le m&me (d£veloppement dans le cours 
du möme calcul. A bien parler, dans cette analyse, on ne considere pas 
proprement la fonction f(x), mais plutöt un certain d@veloppement expo- 
nentiel qui lui est äquivalent ou qu’on lui substitue avec avantage; et c’est 
a ce developpement qu’on applique les raisonnements et les calculs. En 
these generale il est naturel de choisir la serie SA,„e”* de telle sorte 
quelle represente identiquement la valeur de f(x) (sauf la condition 
de convergence). Il faut entendre dans ce sens lü les reflexions conte- 
nues dans le 21“ cahier du journal de l’Ecole polytechnique page 5 et 
page 77, Mais, dans quelques circonstances, om peut employer aussi les 
developpements analogues a ceux de Fourier ; seulement on doit operer 
alors avec pröcaution, afın d’Eviter certaines difficult&s que nous avons signa- 
lees ü la page 124 de Pouyrage cite, et sur lesquelles nous aurons sans 
doute lieu de revenir un jour. 

Paris, le 18. Juin 1833. 
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22, ? 
Demonstration de quelques theoremes sur les nombres. 
(Par Mr. Stern doct, en phil. & Goettingue.) 





Dans un memoire sur la theorie des nombres, insere dans le T,9. cah. I. 
de ce journal, Mr. Libri a donne les deux congruences suivantes qulil 
regarde comme renfermant un theoreme exclusif et assez curieux sur les 
nombres premiers de la forme 6» -+1, savoir: 


ET a 
9 9 za Hr 


..=0 (mod.6p> +1), 


6p—1.6p—2.6p —3 3, 6p—1.6p —2.6p—3.6p— 4.6p—5 22 
1.2:8 1.2.3.4.5 


‚+27? =0*), (mod.6p +1). 
On peut d@montrer ces th&doremes sans avoir recours ü la theorie des 
nombres et montrer en m&me temps qu’ils sont contenus dans deux autres 
propositions plus g&nerales et purement algebriques. 
En effet, les deux racines imaginaires de l’@quation 











20. yp—l— 




















el u Od 
stant 
r _ -14V-3 4 — 1-73 
n a e 
oO A Ir 2 4 
ot — 5) .d-Y—3) \ 

mf + —1 3m.3m—1.3 23 

iu (-5) ern a im 37 1.23 5 A |j=1 





ARE; 1 \m  üch 

1" 3m.3m—1. 3m.3m—1.3m—2. ,__: ai 
= (— 5) 143m y—3— 1.2 I— 1.2.3 IV Fa =1, 
en designant par m un nombre entier quelconque. 

En ajoutant les deux &quations (z.) et (d.) on trouve 


et), rt 3m. eZ miy492 mm re url ns ; 

















%) Dans le m&moire cite on trouve — 26P-2, mais c’est une erreur typographique, 
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on 3m.3 1.3 2.3 3 
" ans 12 3+ 1.2.3.4 3 EIER EFT IKN ( i) 7 
En soustrayant l’&quation (d.) de l’@quation (a.) on obtiendra, apres les 


r&ductions convenables, l’&quation 
3m.3m—1.3m—2 









































d. 3m — 1.2.3 It #0. 
On a aussi 
nun dien =). = —9d 
’ 1 V —3 
ie 3m—1.3m—2 3Sm—1.3m—2.3m-—-3 
(-5) [1-@m-1V-3- 1.2 3+ 1.2.3 v-..], 
— ne mi _2 
Fark ) - W353 
hä nn 3m—1.3m—2.3m—3 
(-3) ['+@m-Ddv-3— WET 1.2.3 v-..] 
'En ajoutant les &quations (e.) et (f.) on trouve 
1 ar 9 3m—1.3m—2 jER: 
Hefe pen 
ou bien ; 
8° 1 re PR = Gier, 


En soustrayant l’&quation (e.) de l’equation (f.), on trouve 
h 3m 1 rm —1-3m—2.3m —3 
i 1.2.3 


En substituant dans les @quations (d.) et (A.), 2p au lieu de n, on aura 


6p.6p —1.6p—?2 
. 9 5334... 0, 


PER WE | 2A eo. aus 3... 





3... (jet, 2m, 








.+ Ir — 0 


et l’on voit que ces @quations contiennent les deux congruences citdes 
comme des cas speciaux. 


Mr. Libri a deduit de la congruence (19.) le th&oreme connu que 
la congruence z—3==0 (mod. >) est toujours r&soluble lorsque p est un 


nombre premier de la forme 12241. Eu ayant dgard ü la forme des 
racines de l’&quation 


e—1l1=(, 
on peut en deduire tous les cas dans lesquels les congruences 
x —3=0 (mod.p),, z-+3=0 (mod. >) 


sont r&solubles, p designant un nombre premier. 
Crelle's Journal d. M. Bd. XI. Hü. 4. 3% 
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En eilet parceque les racines de l’equation = —1=0 sont 
= +-1l, =—Jl, =+YyY—1, = —f/—1 
il faut que les racines de la congruence 
=*—1==0 (mod. p) 
siet=+1, =—l =+/m—I, =—y(mp—!i). 

Maintenant on sait que la Congruence &—1=0 a quatre racines 
reelles ou seulement deux, selon que le nombre p est de la forme 4n-+1 
ou de la forme 42-3. Ainsi il faut que dans le premier cas on ait 

v(mp—1i) = z 
» designant un nombre entier, ou 
-=—1 (mod. P). 

Dans le second cas on ne peut jamais frouver un tel nombre. 
De la il suit gue Ze nombre —1 est un residu ou un non-residu guadra- 
tigue du nombre premier p selon que ce nombre est de la forme 4n+1 
ou de la forme 42-3. 

Parceque l’&quation @’—1=0 a les trois racines 

1, Pa 11. erh Fanah 


._ 








> > 


il faut que la congrueuce 
= —1:=0 (mod.p) 


ait les trois racines 
—1+Y(mnp—3) —1—- V{mp—3) 


—1, 2 . 2 


0 





. . ” ‚ 
Mais cette congruence a trois racines reelles ou elle en a seulement une, 
selon que le nombre premier p est de la forme 3r-H-1 ou de la forme 


32-2, Ainsi dans le premier cas il faut qu’on ait 
v(mp—3)= z 
z desisnant un nombre entier, ou bien 
2=—)3 (mod.p). 
Dans le second cas on ne peut jamais trouver un tel nombre, c’est-ä- 
dire: le nombre —3 est un residu ou un non-residu guadratigue du 
nombre premier p selon que ce nombre est de la forme 3n--1 ou de 
la forme 3n +2. 
Maintenant on n’a qu’a combiner ce theor&eme avec le thöoreme 
pr&c&dent pour-trouver toutes les proprietes des. congruences 
x —3==0 (mod.p), a +3=0 (mod. p). 
Si le nombre p est de la forme 3r-++-1 et que Fon desigae par f une 


se 
& 
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racine de l’equation 


a—1=0 (mod. p), 
on a 
_ —1+Y(mp-—3) 
m E 


2af+)=—3 (mod. p) 
c’est-ä-dire, que si Pon connait deja le nombre f, on peut en deduire 
le nombre x qui satisfait ä la congruence 





ou 


> 


x =—3 (mod.p) 


qu’on a deja trouve par d’autres voies (Voy. ce journ. T.8. cah. 2. et 
T.9. cah.1.). 


Goettingue le 12. Decembre 1833. 
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23. 
Bemerkungen zu dem Aufsatze überschrieben „Beweis 
der Gleichung 0°=1 nach J. F. Pfaff,” im zweiten 
Hefte dieses Bandes, S. 134. 





I. 


(Von einem Ungenannten.) 


Die Wichtigkeit der Gleichung 0°=1, in so fern man ihre erste Seite 
als den Grenzwerth des Ausdrucks x“ betrachtet, scheint durch den mit- 
getheilten Beweis von Pfaff und durch andere nicht weniger einfache Be- 
trachtungen *) unbestreitbar dargethan. Dafs aber auch der allgemeinere 
Ausdruck f(x)’, sobald f(x) in F(x) Functionen von x bezeichnen, die 
mit dieser Veränderlichen verschwinden, für abnehmende Werthe von z 
sich ebenfalls immer der Einheit nähere, kann nach unserer Ansicht nicht 
behauptet werden; und wenn die von Hrn. Möbius au den Pfaff’schen 
Beweis geknüpften Bemerkungen diese Verallgemeinerung zu ergeben 
scheinen, so liegt dies nur in der Annahme, dals jede mit x verschwin- 
dende Function f(x) in die Form x°®(x) gebracht werden könne, wo « 
eine positive Constante bezeichnet und ®(z) für z=0 einen bestimmten, 
von O und & verschiedenen Werth annimmt. 

Die Unzulässigkeit dieser Voraussetzung, welche, um es beiläufig 


zu bemerken, nicht selten gemacht wird, zeigt sich aber z. B. bei dem 
1 
log (x) * 
nehmen, so würde daraus die Gleichung 
1 
px) 
folgen, deren erste Seite für «0 den von Null verschiedenen Werth 





sanz einfachen Ausdruck Könnte derselbe die obige Form an- 


= z"log(x) = log (x*“) 





5 annimmt, während die zweite Seite verschwindet, indem nämlich 
P 


x“, auf welchen Ausdruck der Beweis des Herrn Möbius anwendbar 
ist, sich für abnehmende Werthe von x der Grenze nähert. 





%) Traitd dldmentaire de calcul dif. et int. par Lacroix, 4”° edit. page 136 etc. 
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Nach der eben gemachten Bemerkung wird es nicht befremden, 
wenn man auf Exponentialgrößsen stölst, die nicht den Grenzwerth 1 
annehmen, während Exponent und Basis gleichzeitig verschwinden, wie 
es z.B. bei den folgenden der Fall ist, 


a 


atx logx-+logi lo a 
SE re) 


die sich beide für £=0 auf e“ reduciren. 
Im ‘April 1834. 





. I. 
(Von dem Verfasser des Aufsatzes No. 25. Bd. 11. d. Journ.) 


Die Zweifel gegen die gewöhnliche Annahme, dals O’=1 seı, 
welche in einem, früher in diesem Journale abgedruckten Aufsatze erho- 
ben worden sind, hat Herr Prof. Moebius im zwöllten Bande $. 134 ff. 
durch einen dem berühmten Pfaff angehörenden Beweis zu beseiti- 
gen gesucht. Es scheint also wenigstens, dafs auch dieser scharfsinnige 
Mathematiker die früher üblichen Beweise für unzulänglich hält. Es ist 
aber auch wirklich in jenem Aufsatze nicht geläuguet worden, dafs der 
Ausdruck x“ in die Einheit übergeht, wenn = =0 gesetzt wird. Dage- 
gen kann man wohl nicht zugeben, dafs die Gleichung 0’= 1 nichts An- 
deres sagen will, als dafs der Werth von x” bei fortwährender Abnahme 
von x sich der Einheit über jede angebbare Gränze nähere. Vielmehr 
mülste, wie in jenem Aufsatze verlangt wurde, bewiesen werden, dafs 
allgemein der Ausdruck [F(x)]/'”, wenn F(x) und f(y) Null werden, 
oder, wie Herr Prof. Moebius will, [F(x)]/*”, wenn F(x) und f(x) Null 
werden, der Einheit gleich sei, da 0°, im Allgemeinen betrachtet, nicht 


® “ ° 10) . 5 . 
nothwendig aus x” entsteht, so wenig wie 5; Immer aus — entspringt. 


Nach der Ansicht des Herrn Moebius ist dies freilich nicht nothwendig, 
da der Ausdruck 0°, wenn er auch aus [F(x)]/‘* entspringt sich unmit- 
telbar auf einen anderen zurückführen lälst, der aus x“ entsteht. Da es 
indessen, wie ich glaube, leicht ist, .das Gegentheil dieser Behaupfung 
durch ein einfaches Beispiel zu erweisen, so halte ich es nicht für nöthig, 
‚len Beweis, den Herr Prof. Moebius gegeben hat, genauer zu erörtern, 
und will nur bemerken, dafs er auf einem Principe beruht, dessen Zu- 
lülsigkeit erst vor einiger Zeit von einem bedeutenden Mathematiker ge- 
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läugnuet worden ist, ich meine das Princip, nach welchem, wenn X eine 

Function von x ist, und mit x verschwindet, alsdaun X = Pz” sesetzt 

werden kann, welches Hamilton ia den Transact of the Roy. Irish. 

Society (T. 4. 1830.) widerlegt hat. Das erwähnte Beispiel ist folgen- 
ı 


des. Es sei X=e “, wo e die Basis der natürlichen Logarithmen be- 
deutet, Y=x: so wird sowohl X als Y für den Werth x = 0 auf Null 


I\x 
reducirt; es mülste also in diesem Falle ke *) der Kinheit gleich sein. 


Gleichwohl wird aber Niemand leugnen, dafs für jeden endlichen Werth 


. 1 “ . .. . . . * 
von x dieser Ausdruck = — ist. Hier hätten wir also ein Beispiel, wo 


O’ nicht = 1 ist. 


1\2x 
y “ nee 1 ® [ 
Ferner ist der Ausdruck (e *) = 73 und so liefse sich durch 


noch andere Beispiele zeigen, dafs der Ausdruck 0° allerdings sehr ver- 
schiedene Werthe haben kann. Vielleicht theilt uns Herr Prof. Moebius 


seine Ansicht über die eben gemachten Bemerkungen in diesem Journale mit. 
Im Mai 1834. 
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24. 
Unterschiede der einfachen Functionen. 


(Von dem Herrn Prof. Oettinger zu Heidelberg.) 
(Fortsetzung von No. 6. und 14. Band 11.) 





$. 22, 

Die zweite Idee, die zu weitern Untersuchungen führt, besteht darin, 
dals man eine Function um eine Zunahme wachsen lälst und 
dann von der so veränderten Function die ursprüngliche 
Function abzieht. Die Ausführung dieses Geschültes erzeugt den Un- 
terschied der genannten Function, und hierauf beruht bekanntlich die 
Differenzen und Differenzial-Rechnung. Zu welchen interessan- 
ten Folgerungen diese Idee führt, zeigen die Resultate, die wie dieser Rech- 
nung verdanken, und die in den Werken von Euler, Lacroix und An- 
dern aufgezeichnet sind. 

Einzelne Theile dieser Rechnung finden wir selbst in unserm Dif- 
ferenzen-Calcul (Mainz, in der Simon - Müllerschen Buchhandlung) be- 
handelt, und wir verweisen den Leser auf dieses Buch. Da aber im Fol- 
genden die Resultate dieser Rechnung häufig nöthig werden, und der Zu- 
sammenhang die Grundzüge dieses Calculs verlangt, so stellen wir sie im 
Folgenden zusammen, um so mehr, da die Bedürfnisse der spätern Unter- 
suchungen manche neue Darstellungen erheischen. Zugleich verweisen 
wir auf unsere „Forschungen in dem Gebiete der Analysis (lleidelberg, 


bei A. Oswald). 
$. 23. 


Lest man die in $. 1. angegebene Functionenreihe 
A ke re er ee A A 
zu Grunde, zieht das vorhergehende Glied von dem nachfolgenden ab, und deu- 
tet dieses Geschäft durch das Zeichen 4 an, so hat man folgende Gleichungen : 
3X, = A, —X, und ‚ÄA=X, —X, ’ 
AA, A,—A, - Aal.) = ÄAlL—A,, 
aA‘, AN - X ,=X_—X_, 


Pa Ä, m X,u—X, - A X, —— Fi  ; 


—n ) 


welche die Unterschiede de» Functionen bezeichnen, 








_ 
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Betrachtet man die erhaltenen Unterschiede als Glieder einer Reihe 
und nennt die hiedurch entstandene Reihe die erste Unterschieds- 
Reihe, so kann man von ihr, durch wiederholte Anwendung des genann- 
ten Geschäfts auf die zweite Unterschieds-Reihe, von dieser auf die dritte, 
von der dritten auf die vierte u. s. w. übergehen, wie dies auf eine ähn- 
liche Weise in $. 2. mit den Aufstufungs-Reihen geschehen ist. Durch 
diese Bemerkung werden wir auf folgende Zusammenstellung der Unter- 
schieds-Reihen geführt: 

/ KR a a ET; 
er AN, ai, A A es Bi 
117. ir AR, 22, 8A, AR, BR EM, 
ar FAR Es As Ri ca 
Auf gleiche Weise werden wir durch das Herabsteigen von den spätern 
Unterschieds-Reihen auf die vorhergehenden, auf Reihen geführt, die vor 
der Grundreihe liegen und die sich im Einklange mit dem eben gegebe- 


nen Schema durch folgendes darstellen lassen: 


..:.0. 8. 2 Bü >) a>ıi_ >) 4 A, >) a 5 >) et € 3 ss...» 
118. BE WE a ER a Ey 
.... Al; Ä_; 0 A, Äry reer 
Die Grundgleichungen, die sich auf diesen Darstellungen entnehmen, sind 
BEE —1 
4 ag X, == am En+ı File X, . 
$. 24. 

Die im vorigen $. angegebenen Gleichungen führen zur Ableitung 
der höhern Unterschiede einfacher Functionen. Um von dem ersten Un- 
terschiede einer Function auf den zweiten überzugehen, nimmt man den Un- 
terschied vom ersten Unterschiede, oder man vervielfacht die Gleichung des 
ersten Unterschiedes mit a. Dadurch wird 

8(AX,) = a’X, pe aA, —AÄ,e 
Führt man aX, und aX, auf die Glieder der Grundreibe zurück, so wird 
—Ä, +X%, 
— X, En 2X, + X, . 
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Auf gleiche Weise geht man von dem zweiten Unterschiede zum dritten 
über; es wird 

uAX) = N, = a —2uX, ta), 
und hieraus, wenn man AX,, AX,, AX, auf Glieder der Grundreihe 


zurückführt : PS 


—2X,-+2X, 
+ X—X, 

= N,—3X,+-3X, — X; 

der vierte Unterschied erzeugt folgende Darstellung: 
IN = KRAXR, HH —IX + X. 

Auch hier erkennt man leicht, wie $. 3., dafs die Vorzahlen der Glieder 
auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens mit denen des Binomiums 
übereinstimmen. Hieraus ergiebt sich folgende allgemeine Darstellung: 


120. 2X X, +2... (1X. 


Bedient man sich in dieser Gleichung auch des Zeichens ©, um die Stel- 
lenzahlen von X zu bezeichnen, so hat man, im Einklange mit den Dar- 
stellungen (11.) und (12.) $. 3., folgende abgekürzte Gleichung: 
121. @"X= (OO —1)"X. 
$. 25. 

Obgleich die Gleichnng (121.) auch für ein negatives 7 gilt, so soll 
dennoch für die Darstellung von A””"X,, was wir mit dem negativen 
Unterschiede einer Function bezeichnen wollen, folgende Entwicklung 
gegeben werden, insbesondere auch deswegen, weil wir durch diese auf 
eine Darstellung durch eine endliche und unendliche Glieder - Anzahl 
geführt werden. Die Gleichung, die zur Ableitung dient, ergiebt sich aus 
(119.), wenn in der zweiten Darstellung m =0O und 2 =1 gesetzt wird. 
Es entsteht durch Umstellung 

122. u = X, +4” X. 
Nach Analogie dieser Gleichung erhält man durch Erniedrigung der Stel- 
lenzahlen folgende Zusammenstellung 


ETZ. e ZZ, HAUT R,, 
> A. am X_; + 6. Ä_, 

a = wt we x 
aIXN = x,.+ 1X ie 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XI. Htt 4. 39 
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Substituirt man in der Gleichung (122.) zuerst statt A”' X_, seinen Werth, R4 
dann in der hiedurch entstandenen Gleichung den Werth statt a7’ X_, u. s. f., 4 
und führt mit dieser Substitution bis zum (2-+-1)ten Gliede der Grundreihe & 
fort, so gewinnt man folgende Darstellung für den ersten negativen Un- f 
terschied aus (2-1) Gliedern der Grundreihe ı® 
133, Ku Kr air | 
Setzt man aber die Substitution bis ins Unendliche fort, so entsteht für : 
die Darstellung des ersten negativen Unterschiedes aus einer unendlichen 
Glieder- Anzahl der Grundreihe: 
124. XL +3. +3, + XL, +... 
Um den zweiten negativen Unterschied einer Function aus (2 -+-1) Gliedern 
der Grundreihe zu gewinnen, vervielfachen wir die Darstellung (123.) mit 
a=', Dadurch entsteht 
ara), m a, EL AT Ka Kain 
Hierin sind die Ausdrücke auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens ı = 
a'X_,, A'X,, +... nach Vorschrift der Gleichuug (123.) so zu behan- Ü 
deln, dafs die Zahl der Glieder +1 sei. Dadurch wird die Stellenzahl 
der beiden letzten Glieder auf —r—.2 herunter geführt, und wir erhal- 
ten folgende Entwicklungen: “ 
XL = X.+X5+ X. +++ + X. + 47 Ä_n2 3 
AIXN. = I, + X teen PX. ta "X > 
5% We, 
die zu folgender Darstellung sich vereinigen 
ax, = AL, +X,, + +%-+. .. + +37 32. +30 I__, 
+ Achte En 
-&_, + X_; + Rn +4_-. + A An 
ER RT j 
+ An + u GEBET | 
Die hier gewonnene Darstellung lälst sich nach den Scheitelreihen kurz | 
darstellen, ganz auf dieselbe Weise wie es schon $. 4. geschehen ist, 
und diese Darstellung unterscheidet sich von jener nur durch Zeichen und 
Bezeichnungen; daher ist 
ER KH 2X 3X 4X su Ha DK a1 
Heben wir die Beschränkung der Endlichkeit in dieser Darstellung auf, ; 
so ziehen wir biersus unmittelbar eine ‚Darstellung des zweiten negativen | 








en Ah 
9 
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Unterschiedes einer Function durch eine unendliche Glieder- Anzahl der 
Grundreihe 


"X, = AL, +2X, +3 XL, +4%, + .. 


Ein Vervielfachen des zweiten negativen Unterschieds mit dem ersten ne- 
gativen Unterschiede, führt auf die Darstellung des dritten, und wir erhalten 
a", = IX, +20" X, +30 X, +... 

....t+(2 FDA" XL. +2 +ND)a”? X. +3” X. 

Die Entwickelung der Glieder a”'X_,, 247'X_,, .... nach der Vorschrift 
von (123.) in Reihen, wobei auf die Übereinstimmung der Stellenzahlen 

Rücksicht zu nehmen ist, erzeugt 


N ? = +. + t+%,+-- .TtX nr a" A, 
+2.4,+2.3+...+2.3,,+2 0"X_,-; 
EEE DER DEREN VEN: AREDEE 9.07 4, D AR 


+(n +1)X. a +, 
++)" X +20" X,n. 


Die Scheitelreihen lassen sich nach der Gleichung 


14243434... 4241 = CHR 


in Ein Glied zusammenziehen; dies erzeugt folgende Darstellung: 


1.2 n n 
ax, = 193“ x,+75 p) mir 5Xıt... Re. ee +2) 


)f 9) 
+ (r +7 t,- X_n-3 + ie a“ X_, -2 + am Ä_.-ı° 














Die Darstellung des dritten negativen Unterschiedes durch eine unbe- 
schränkte Glieder - Anzahl ist: 


IR + Wi 3.4 1 
A X, u u. 4 en - X,;-+.. .+ (n-+ 2 +2) hei; 





Der bisher beobachtete Entwicklungsgang ist BES: Er führt zu fol- 
gender Darstellung 


SBr Ar 2.3.:..M (n+1)(n+2)... (n+m—1) 
125. ZT N= An Hz 2.(m—1) Kmateet 1.2... (m—1) A, 


„ar n+2)..(n+m— 1) a. GEAR > (n+1)...(n+m—2) 1X rin 


.—... (m—1) 1.2... (m—: 2) N - mi | -\ 

















-r 1» 


oder in Zeichen: 


sg 
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om—1ji Im—1j1 


_-n Y and c fym-ıjı 
126. = XL, + m + mr. + 


ri! ı Amon 
(n--1)r-1 1 N (n-1)r 2 11 = N 
+ ri ji . n EEE + ir jı A ’ —_n—m-+1 — .... nu A u © 


Die Darstellung des ten negativen Unterschiedes einer Function durch 
eine unendliche Glieder- Anzahl giebt folgende Darstellung: 











: ae 2 Omi 1 Zm—1[ı 
Bar, B X, = X_. En Imıtı I-m-ır 17-111 X-m2 + .... 


Diese Darstellung stimmt vollkommen mit 


128, "x = (8 —17"X 
überein, wenn man berücksichtigt, dals 














u 2m  2.3..(m—1).m _ m 
7 ee) 
m(m-+1) __ 3r-1lı 3.4.5....(m—1).m(m+1) _ m(m-+1) 
De KR a ih: 1.2....(m—1) ht; >> he 
u. 3 Ww. ist. 
$. 26. 


Der Gang der Entwickelung führt nun zur Darstellung des Ge- 
setzes, wie ein Glied der Grundreihe aus denen der Unterschieds-Reihen 


abgeleitet wird. Die Gleichung AN = X,—X,, ordnen wir auf fol- 
gende Art: 


129. = X tax = (l+u)X% 
und erhöhen hierin die Stellenzahlen der Gleichung, wodurch entsteht: 
%=(1+9)X:. 
Wird nun hierin statt X sein Werth nach (129.) gesetzt, so folgt 
x = (4) 9X = (IH? 


Auch wird hierin die Stellenzahl erhöht, und dann nach (129.) verfahren; 
dies führt zu 


= (d+)X = (++) = (+) Ro. 


Eben so erhalten wir auf gleiche Weise 
X = (ITa X = (++) X = (140) Ro. 


Der Entwicklungsgang bewegt sich in den angegebenen Grenzen und es ° 


erschlielst sich hieraus das allgemeine Gesetz: 


130. Xn = (14+3)” X, =. X+ + RX + oA” Xoo 





ee 
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Dals auch diese Gleichung für ein negatives m gilt, flielst aus der bisher 
aufgestellten Behauptung, wonach für alle Glieder, die rechts oder links 
vom Mittelgliede liegen, das nämliche Bildungsgesetz zu Grund liegt. Dar- 
nach ist: 


13l. X = 144)”, = x—-Z PO No ren 





oder bei anderer Anordnung, 


m(m-+-1) 
#. 





132. m = GH)" = an Tat AK hen. 


Diese Gleichungen ergeben sich auch aus (130.), wenn m=r—p ge- 
setzt wird, nemlich: 


x, = (14H R =, + rn + NPD ex +.., 








wenn dann r=0 angenommen wird. 


Wir wenden uns nun nach den angegebenen allgemeinen Ent- 
wickelungsgesetzen zu der Darstellung der Unterschiede der einzeluen 
Functionen selbst, und gehen von folgender Grund-Gleichung aus: 


1335. af = fe +ıx)— fx. 
Die Vorschrift dieser Gleichung ist: Um den Unterschied einer 
Function zu gewinnen, lasse man in ihr die veränderliche 


Gröfse um ax wachsen, und ziehe von der so veränderten 
Function die ursprüngliche ab. 
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I. Darstellung der Unterschiede der einfachen Functionen, 
wenn die Entwickelungsweise auf eine endliche 
Zunahme gegründet ist. 





4. Darstellung der positiven Unterschiede der einfachen 


Functionen. 
6 27, 


Unterschiede der Potenzialfunctionen. 


am erste Unterschied einer Potenzialfunction, die selbst durch yP, deren 
Zunalhme aber durch 3 X bezeichnet werde, ist nach Gleichung (133.) 


° > | 
134. ayP = (ytaayyp = Lyon HET I aa... 


Diese NENNE gilt auch für ein negatives oder nn ?, der Un- 





terschied von = lälst sich aber auch auf folgende Weise darstellen 











„a OL IE | >> SUP ezEEEr 
yP (taz  yP yP(ytax)P, 
IP Ayf 7 AyrP 
ar og Yy-+4 ac)P go - (4 ‚2 Avyp? 
Der zate Unterschied der Function y” folgt unmittelbar aus der Glei- 
chung (120.) 135. yfP — 





(y--m ax) — —(ytHtm—1)a zyP 4 m) — (y+ m —Yuxr) -k.. .(—1)yF. 


Entwickelt man die Binomien auf Pr sale Seite des Gleichheitszei- 
chens, und ordnet sie nach den Potenzen von der Zunahme, so gewinnt 
man folgende Darstellung: 




















16. Aa”ryp= 
(men mE on (aan 
(mr - Te a na jet 
(ar mr MRS im = N) m2(agym42 
er Jeez hand 2 uuop 


Diese a sründet sich auf die Behauptung, dals 


m(m— 


m _— m—t) + (m +...’ = 


— 
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ist, so lange r kleiner als 2 ist, die wir als bekannt voraussetzen, und 


deswegen auf Differenzial-Calcul p. 223., p. 471. verweisen. 
Eine andere Darstellung für die höhern Unterschiede von y” erhal- 


ten wir, wenn die Gleichung (134.) mit a vervielfacht und alle Glieder 
auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens von 
ya year. 
nach Vorschrift der Gleichung (154.) in Reihen entwickelt und dann zu- 
sammengezählt werden. Die Möglichkeit einer Zusammenzählung beruht 
auf der Uebereinstimmung der Facultäten, welche die Vorzahlen dieser 
Darstellung bilden werden. Die Ausführung der angedeuteten Geschäfte 
führt zu folgender Gleichung: 





1.2 p(p-1 1.2.3] p(p-1)(p-2 1.2.3.4] D...(p-3) 
12 27” *l0z + 2; 35 y?*(ax + aaa + 
1.2.3 1.2.3.4 

1.2.1 1.2.1.2 

1.2.3.4 


1.2.3.1 
Werden die Glieder dieser Gleichung mit 4 vervielfacht und dann die vor- 
hin angedeuteten Geschäfte ausgeführt, so gewinnt man die Darstellung 
des dritten Unterschiedes auf folgende Art: 


123 1.2.3.4 | p(p—1)(p—2)(p—3) _ 
ei P+..(p D-3(am\3 p(p p p a 
yeıı 123) Won 1.2.3.4 y’ (ax) 




















1.2.3.4 
1.1.2.1 
1.2.3.4 
1.2.11 

1.2.3.4. ih 
a a Be Pyrslan) +... 
1.2.3.4.5 
1.2345 
12112 








1.2.3.4.5 
1.2.3.4.5 
12121 
1.2.3.4.5 
1.23.45 
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Die entwickelten Reihen der Unterschiede von yP mögen sich ihrer Ge» 


stalt nach aus den gegebenen Darstellungen erkennen lassen, und beste- 


hen ihrer Wesenheit nach in folgendem, 


Die entwickelte Darstellung eines höhern Unterschiedes der Func- 
tion yP ist geordnet nach den steigenden Potenzen der Zunahme ax und 
den fallenden von y?. Die vorderste Potenz von Ax kommt mit dem Ex- 
ponenten des Unterschiedszeichens überein. Die Exponenten von y und 
ax ergänzen sich zur Summe p. Diese Giieder sind mit den fallenden 


Bruchfacultäten von p verbunden, deren Factoren- Anzahl mit dem Expo- 


nenten der Zunahme Ax übereinstimmt. Zu diesen Facultäten kommt 


nun bei jedem Gliede ein Aggregat von Bruch-Facultäten von folgenden 
Eigenthümlichkeiten. Die Zahl der Factoren stimmt mit den Potenzen 
Die Zähler aller Facultäten, die einem und dem- 
selben Gliede zugehören, sind gleich, beginnen mit der Einheit und erhe- 
ben sich bis zu dem Exponenten von Ax. Die Nenner haben die Eigen- 
thümlichkeit, dals sie aus mehreren Facultäten bestehen, wovon jede mit 
der Einheit beginnt und deren höchste Factoren unter sich die Summe 
bilden, welche der Exponent der Zunahme angiebt, und zwar zu der An- 
zahl von Facultäten, welche der Exponent des Unterschiedszeichens auf 
der linken Seite der Gleichung angiebt. Die Nenner in den Facultäten 
des zweiten Unterschiedes bilden die Summen zu 2, 3, 4, .... aus zwei 
Facultäten, die des dritten Unterschiedes aus 3, 4, 5, 6, .... zu drei Fa- 
eultäten, u.s. w. Nach diesen Bemerkungen lälst sich im Allgemeinen 
die Vorzahl des Äten Gliedes der entwickelten Darstellung des ten Un- 
terschiedes so andeuten: 
DR e SRRR k—1 
M=$ (ee =): 

wobei zu berücksichtigen ist, dals der Zähler 1, 2, 3, .... (m-+k—I1) 
nicht durch die Summe aller im Nenner angedeuteten Facultüten-Producte, 


sondern durch jedes neu erzeugte Facultäten-Product insbesondere gemes- 
sen werden soll, unter 


der Zunahme überein. 





k—-1DV 
vn } ER ENE O. SIERRR, ) 


aber zu verstehen ist, dafs alle zur Anzahl 2 mögliche Facultäten gebil- 
det werden sollen, deren höehste Factoren die Summe 2 --k-——1 erzeugen. 


Hiernach ergiebt sich folgendes allgemeine Bildungsgesetz für die 
Darstellung des ten Unterschiedes 





iR 
= 
+ 
Ba: 
Bi 
Br: 
2. 


“ 
Br 
ee 3.7 
Pr EB 
4 
BE 
Es 
e 














Re 


ER TR 


Te ER 
"; PIE en 





ie gr sh 


ERLTIE 
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—1)....(p—m-HIl a ai 
137. a"yP= (55 "Prim zer a "ui een x y el 


1.3... (ml MED. (pm) nm 
+s( pn) 2... (m+1) y’ (a) N 


1.2.3....(m+2 —1)....( pm —1 Le 
+s( (m-+ 2)ELe N (p ) yp- 























2 (A m}? 
"4 P'm; 1,2,3)! (mr?) (47) 
1.2.3....(m+35) p(p—1)....(p—m—2) P-m—3 \m+3 
n ner %....(m+3) ? ARTE 
6. 28. 


Bestimmt man nun nach Fortsetzung der Gleichung (137.) die nu- 
merischen Werthe der Vorzahlen, so führt dies zu folgender Zusammen- 
stellung: 

BR, pr! 2 pt 3 \3 p*! Jr 4 4 

u 2 tr?” ? (Ar)? + re (Ar) En 14 ER. (A) +... 

p>! —1 


pr 6! 5]1 yr>(ar) + 36H {or PA (An)* 4 150 I Fr PR) +... 








138. 











TE 
pm 24 ud pP (A) + 240 Er Tr (ax)' + 1560 P 














I . > 2 En Be 
Ay? = 1 re  yP5 (ax)* +1800 M r yP° (ax)* +16800 ein ru RC) ie EIER 


Eine einfache Vergleichung der Vorzahlen in den vorliegenden Entwick- 
lungen zeigt ihre Abhängigkeit von einander. Die Vorzahl des Äten Glie- 
des im ‚nten Unterschiede ist aus dem der Vorzahl des Äten Gliedes im 
vorhergehenden oder (rn —I)ten Unterschiede und der des (k —1)ten Glie- 
des im zaten Unterschiede, beide zz mal zepmmnen ,„ zusammen gesetzt. 
Bezeichnen wir die drei genannten Glieder durch 47, 47° 


ar = m(ä +37") 
Geht man nun mittelst dieser Gleichung von den Vorzahlen des ersten 
Unterschiedes, die alle der Einheit gleich sind, zu denen des zweiten; von 
diesen zu denen des dritten über, so erzeugen diese Zahlen Aggregate, 
an denen mau bald erkennt, dafs sie die Producte der Verbindungen mit 
Wiederholungen sind, die aus den natürlichen Zahlen erzeugt werden. Die 
Vorzahleu der Glieder des zweiten Unterschiedes sind die Summen der Ver- 
bindungen aus den Zahlen 1, 2, der Reihenfolge nach zu 0, 1,2, 3, .... Ele- 
menten; die des dritten sind die Summen der Verbindungen aus den Zah- 
len 1, 2, 3, zu 0,1,2,3,.... Elementen u.s. w. Dabei ist nicht zu über- 


sehen, dafs diese Summen sämmtlich mit einer Facultät von so viel Fac- 
Crelle’s Journ:! d. M. Bd. XIE. Hfi. 4. 40 


‚ und a7, so ist 











2 p 2 \2 c pi 
N yP = 1.2 2]1 yP*(Ax) + 1.2 | em?” (Asp)? - 1.2 
2 


3-1 
ap 1.2.3 E—_ yP3(ax)’+ 1.2.3) P 


ya. 


139. 
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toren verbunden werden müssen, als der Unterschieds-Exponent Einheiten 


enthält. Die sich hieraus ergebenden Darstellungen sind folgende: 


2) —1 1-1 


pP 
1 {p 1 ) 








1° . ?*(Ax)* 4 
1.2 
2.2 
4 —1 sl 








| 
N: ee 1.2 
1.3 
22 
2.3 


3.3 


N 


« 





41- 51-1 Ye 

Pam)‘ 41.23.41, 97 97 (aw)t 41.2.3411 Fr lan}... 

2 1.2 

3 1.3 
4 1.4 
22 
2.3 
2.4 
3.3 
3.4 
44 

















u. 5 W 
Bezeichbnet man nun die Summe der Verbindungen mit Wieder- 
holungen aus den Elementen 1, 2, 3, .... a zu 9 Elementen durch 
SE'(g51, 2, 3,....m), 
so Nliefst hieraus folgende dritte Darstellung für den nten Unterschied ei- 


ner Potenzialfunction: 


amyPp—= 1.2.3...mSC'(0;1,2,3....m) p(p—1)....(p-m+1) 





h) ‚pm (Ar) m 


y (ae)r+1 





. ee p(p—1)....(p— m) 
+1.2.3....mSG’(1;1,2,3....m) 1.2....(m+1) 
ht ..(p—m-i1) 


Ei .{m-2) 


yP nn} (Aar)m+2 


+1.2.3....mS0@;1,2,3....m) PP 





—_ 1). ‚3.2.1 
ni 2. P 

Wegen des ausführlichen Ganges zur Aufsuchung der in (134. — 139.) 

mitgetheilten Resultate ist „‚Differenzial-Calcul $. 127. u. f. pag. 46.” nach- 


zusehen. 


+1.2.3....mSC(p-m;1,2,....m) p( (Ax,P, 





yP*(ax)’+ 1.2.3]1.1 ar yP5(ax) +... 


* 22 nn ee Fa ee 
Re er en 


Ge ET ET LEN ER 


F % 
i 
' 
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Anwendungen. 


Eine Anwendung, die sich zunächst aus den Resultaten der beiden 
vorhergehenden $.$. entgegen stellt, ist die Summirung der Producte, 
welche durch die Verbindungen mit Wiederholungen aus den Elementen 
1, 2, 3, .... entstehen. Berücksichtigt man nämlich, dals die Vorzahlen 
der Glieder in den entwickelten Darstellungen (137.) und (139.), wenn 
auch in Form verschieden, doch einander gleich sind, so hat man fol- 
gende Gleichung 


1406. 1,23,3:,..80(9; 1,23, 3...) = s( Anh BER a 4 


"tIPem; 1,2332... g+1)' 
Entwickelt man nun die Darstellung auf der rechten Seite des Gleich- 
heitszeichens in Partialproducte und vereinigt sie durch zweckmälsige 
Anordnung, so entstehen folgende Gleichungen 
SC'(0; 1,23,3....m) = 1, 


Bot: LER. ne ED. 











» 
Yfı ‘ . 3 1 F (7 2) 
BT ee er), 
( 1 I)/m+-?2) (m 
14, 905 1,2,3... 0 ee en, 


15 m’ (m +2) +5 m —2 m(m-H1).. Be ai 


SC'(4; 1,2,3!... m) 





— 
— 





2.1.,2.9.% i 1.2.2 
3m’ +10 m’ +5 m’ — 2m m.... (m-4+5) 
s51,23,3..m)= 16 a, 


u. Ss. W. 


Diese Produete werden in der combinatorischen Analysis sehr häufig 
erzeugt, daher ist eine Summirungsweise für sie erwünscht. Die hier ge- 
wonnene OR gilt jedoch nur für den Fall, wenn die erzeugen- 
den Elemente 1, 2, 3 .... mn sind. Ist aber ihre Zunahme gröfser als 
die Einheit und beginnen sie nicht mit der Einheit, so geben die For- 
meln keine‘ Auskunft. Eine ganz allgemeine Summirungsweise dieser Ver- 
bindungen ist in der zweiten Untersuchung meiner analytischen Forschun- 
gen (Heidelberg bei Ofswald) gegeben, worauf wir verweisen. 


Eine neue Darstellung aber für den nten Unterschied der Poten- 
zialfunctionen gewinnen wir durch Einführung der aufgefundenen Glei- 
chungen in (139.), nämlich: 


40 * 
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142. 2"yP—= pp—l).... a m -H1)yP”(Ax)” 











m ( —1 m— m 
+7. ur 3 = yon (say 
+ mern pr(p—1).. re er mi) „p_m-2 (ax)”t? 
| —1)....(pP—m— 
uk hi: 1 ir Te u ati 


oder auch, wenn man die allen Gliedern gemeinschaftliche Facultät aus- 
scheidet, 

143. 077 = PP 1.9... p—mi+1).m(n | + e= nn 
+ nn (p—m) re) FR us N 1 ml can Ares er | 
Eine andere Anwendung hang, wir, wenn wir die Gleichung (135.) 
zu Grunde legen, und sie mit der so eben gewonnenen Entwicklung ver- 
binden. Wir gewinnen dann eine Reihe mit ihrem Summen - Ausdrucke. 
Beginnen wir mit dem niedrigsten Gliede (—1)”yP, so wird es positiv, 
wenn a eine gerade Zahl ist. In diesem Falle gilt, wenn y’=x? ge- 











setzt wird: 





144. e—m(z-+ a2) + — ni en. —— (2 + 2327... te mie — 
p(p-1p-?) .»»(p-m+1) m(ar)” [= 2. zer „ac (pm) en ar "+. ]; 
Ist aber n eine ungerade Zahl, so wird (—1)” y? BEL Um auch in 


diesem Falle mit dem niedrigsten Gliede, als einem positiven, beginnen zu 
können, verändern wir die Zeichen der Gleichung in die entgegenge- 
setzten. Dadurch entsteht: 











135. er —— (+ ARP _. 7) a (zI2a8P—..—(cH mAx) = = 
rm 3 1 (p-m) (p-m-1 
—o(p-1) (p-2) . (p- -m+1)m(ax|2 - +2 a (7 Kr ea 2)? + 4 > 


Diese Gleichungen lassen sich A BE RE benutzen, wenn m 
und p sehr grolse und nahe liegende Zahlen sind; denn alsdann bricht 
die Reihe auf der Seite des Gleichheitszeichens schnell ab. 

Ein Beispiel mag hier stehen. Es sip=10, n=8, z=1 und 
axr1, so ist 


1— 8.204 23.30 — 56.49 +70.5%— 56.604 28.77 8.80 +90 — 
10.9.8.7.6.5.4.3[s+ 3° + 


25.8] — 119750400, 
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$. 30. 


Unterschiede der Facultäten. 
Wird eine Facultät durch 
ya = y(ytax)(yt+?2ax)...(yHop—nan) 
bezeichnet, so ist nach (133.) der erste Unterschied: 
ayPIar = (yHanp!ar—yPIar 
= (yrar)(yr2ar)...(yHpRawD)—ylytar)(ytlp—1)ar) 
= yHa)y+raR).... Hr NDarly+r3x—yl, 
also 
146. ayPIa® — (ytaX)r rar)... yHlp—T)ar)par = p(yta@)P!Nar. 
Wird diese Gleichung festgehalten und nach ihr die Unterschiedsnahme 
der Facultäten bestimmt, so gewinnen wir aus ihr den zweiten Unter- 
schied, wenn wir sie mit A vervielfachen und die Gleichung selbst nach 
ihr behandeln. Es entsteht alsdann | 
arypla® — pawa(ytanjPI® — p(p—l)(y-L2a@)P?18r (a0). 
“Auf gleiche Weise erhalten wir den dritten Unterschied, und es wird 
Sy Ray pP) (PN (JH2EEP Nr (a) 
u. s. f. Hieraus erkennt sich leicht folgendes allgemeine Gesetz: 
147. u = pr! (y-maaypP"1ar (ag)”, 
oder, in entwickelte Darstellung: 

148. a" yP\Ax — 
PP—D....p—m +1) (y-+ mas) y-+m+1)32)....( + P—DsR) a0)". 
Wird durch die Facultät 1.2.3....p gemessen, und werden die gleichen 
Größen aus Zähler und Nenner entfernt, so entsteht aus (147.) 


myPlar _ (y-Pman)p—miAx 
149. A ar 




















Ist die Facultät — 7; die wir durch y?!&* bezeichnen wollen, gegeben: 
so ist nach (133.) 
ER CE STUFE LIIORRRTE ?TERBRTICE I. Pe (r+p3®) 
— pÄäÄ 
di — y(y+az) ar Aa)? 
ayriıx — Tr 


Wird diese Gleichung als Vorsehrift für die Unterschieds - Ableitung fest- 
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gehalten, und nach ihr der zweite Unterschied genommen, so wird 


a ty eearle m p(p+1)(Aax)? 
yPptı 1 Ax yp+?2 |Ax ypt2 |Ax 


Auf gleiche Weise erhalten wir 7. dritten Unterschied 


A” pP l|Ax —pA 











AFy—D [AN — — ( 2 
NE = Pre. Set A> 


_ rer + IA 


yrt3lax 








Das allgemeine Gesetz erkennt sich leicht, wenn man berücksichtigt: 


- m|1,(Ao)m 
150. -PlAx — mp“ .(Ax) 
R Er —1) yPtm!ax 9 





oder in entwickelter Darstellung: 

„ Q 1 u } Lö \m 
151. 8 7 (ytAX).... Elp—1)ar) en): Put, Bern Jen 
Die Gleichung (151.) stimmt vollkommen mit (147.), wenn dort —p statt 
p gesetzt wird, denn man erhält 

A” y-rlar = (— pp)" 11 yP-mliax (4 27, 
Berücksichtigt man nun, dafs 
[arte (pP) —p—1)...(—p—m-+1) 
= (—1)">7(pH1)... p+tm—1) = (—1)"p”"! 


1 
y-ptm la ee _— 
yptm |Ax ’ 








und 





so bestätigt dies die ausgesprochene Behauptung, und die Übereinstimmung 
der positiven und negativen Facultäten in ihrer Bildungsweise. 


Wird (150.) durch die Facultät 1.2.3....p = 1P!! vervielfacht, 
so entsteht: 








ri . 
152. PS = 17 12-3 PP PN... p hm)” 
v! AX / „ptm1ax 
BEE ma > 
— J „pm ax . 


Be: 


Anwendungen. 
Auch von den im vorigen $. gefundenen Resultaten lassen sich 
wmancherlei Anwendungen auf Facultäten-Reihen machen. Legen wir 
nämlich die Reihe (120.) zu Grunde, und setzen dort X= arlax, so wird 
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| 153. A" gplAaX — 
(+ mazP! — (eHm1)aapır TU +{m—?) ax)! 8... 
.(—1)" ar Ar, 
Vergleichen wir mit dieser Reihe die Entwicklung (147.) und be- 
rücksichtigen, dals bei geradem n das Glied (— 1)” 2!“ = xP”4*, bei un- 
geradem (—1)”" aP!&* = — xP1&*, wodurch im letzten Fall eine Zeichen- 


veränderung nöthig wird; so führt diese Verbindung, wenn auch hier y=x 
gesetzt wird, zu folgender Gleichung : 


154 I (ta RN a an r. (1) (at maz)r 2 
= ANPE-DRD... .(p—m +1)(x + m ax)! ax)”. 


Setzen wir nun, um einfachere Darstellungen zu gewinnen, ax=1, und 


messen mit der Facultät 1.2.3....p, so entsteht 
xerl).. (artp-1) m (c+1)(cc+2)....(ac+p) =E ae (c+2)\(c+3)...(ac+p+1) 




















en 1.2....p i  “ Be 
137 (a HR PORN 1) 
u 79 a" 
m (p—m+1) (p—m+?2)....p(c+m)... (etmtp—D 
._ er Jens” 


Ist e=1, so wird 
m(p+1) , (m—1)m(p+1)(y+2)  (m—2) N NR 
156. er Fe — 














BEE. .2.3.17.2,3 
(m+1) (m. ..(m+p) 
nn ei 
ui (—)" FR ER EN ö 


1.2.3....p 
Ist aber nm == p, so gewinnt man für ein gerades m: 











nl) (m-1) m(m+1)/'m+2)  (m-2)....(m+3) I 
157. 1— ir v.2:3.3 a “er 1.22.32,...m 1, 
und für ein a m: 


m+1 -1)....(m+2 -2) .....(m+3 a. 
158. 1— ae I u 2 u Mo = un In = —1. 














[ . - . “ 1 
Legen wir aber in der Gleichung (120.) die Function . zu Grunde, 
zer | Ax 


so erhalten wir, in Rücksicht auf die Gleichung (151.) und auf die vorzu- 
nehmende Zeichen-Veränderung, die auch bei einem ungeraden a einen 
positiven Summen - Ausdruck erzeugt, folgende neue Darstellung: 
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ERROR m m(m—1) 4 * 1 
159. zpläx (4 a2P| Ax + 1.2 (2-+24x)P 18x ...(—1) (x--maz)p } &* 


p (p-H1)....(p+m—1)(Ax)” 
„ptrm|Ax ’ 
oder, wenn mit der Faeultät 1.2.3....p vervielfacht wird, 


1.2.3....p _ m.1.2....p , m(m-1)3.4....p Be or TO 
160. N —— 000 (—1) 
ap1Ax (at-aa)p 1Ax (sc-+2Ax)p 1Ax (o-H-max)P !&* 
For 1.2.3....(p+m—1).p(ax2)” 
= (<+48)....(@t(ptm—1)ae)' 
Wird hierin e=1 und ax=1 gesetzt, und werden die gleichen Grölsen 
aus den Zählern und Nennern entfernt, s6 entsteht 


161, 1 


= 




















RE m. RN m (m —1) m (m —1) (m —?) er 
PH "pH +D) HR 
..(—1)" m(m—1)....3.2.1 win p : 
j (rip t2...(ptm) pm 
Hieraus folgt, wenn m == p gesetzt wird, eine Reihe von folgender Gestalt: 
5 m m(m—1) m (m—1) (m —? a ie 1 
162. 1— m+1 Tr (m+1)(m+2) en (1) (m+1)...2m er Ba 
die um so merkwürdiger ist, da sie einen beständigen Werth hat, n mag 
eine gerade oder ungerade Zahl bedeuten. 























Aus dem Summen - Ausdruck 5 Sm der Reihe (161.) ergeben sich 


über die Natur der Reihe (151.) folgende Aufschlüsse. Da nge immer 


ein echter Bruch ist, so ist der Werth der vorliegenden Reihe immer klei- 
ner als die Einheit. Die Glieder der Reihe müssen daher convergiren. 
So klein nun auch der vorliegende Bruch werden kann, so wird er doch 
nie verschwinden, daher liegen die Werthe aller möglichen Reihen von 
der vorliegenden Form zwischen den Grenzwerthen O und 1, denen sie 
sich unendlich nähern, aber nie gleich kommen können. Hieran schlielst 
sich noch folgende Bemerkung: Je näher die Werthe von p und = sich 
liegen, desto mehr wird sich der Werth der vorliegenden Reihe der Grenze 
; nähern; je weiter sie auseinander liegen, desto entfernter wird der 
Werth der Reihe von # liegen. Ist 2 gröfser als >, so werden die Werthe 
der Reihe zwischen O und 5 liegen, ist > grölser als m, so werden sie 
zwischen $ und 1 fallen. Setzt man in (162.) = &, und berücksich- 
tigt, dafs die endlichen Werthe neben dem Unendlich - Grolsen verschwin- 
den, dals also | 














E 

14 
e 
% 








aa TR UNE. x 
_ u a a ne N 





r Z Bi, Koi9a Te 
naar RER WON . 
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— = 2-1; ZI = %-lusm. 
+1 eV ’ (o--1)(w -+2) oo? £ 
ist, so geht hieraus die schon bekannte Reihe hervor: 
163. 3=1—1+1—1+1—1...., 
die eigentlich ein unendliches Geschäft andeutet. 


$ 32% 


Unterschiede der Exponentialgröfsen. 
Sehr einfach stellen sich die Unterschiede der Exponentialgröfsen 
dar. Zuerst erhalten wir aus (120.), wenn X = 0’ gesetzt wird, 


—-—— 
ee 








a m(m—1l) um_oAr 
164. Fu a Tat Re ar L . 3 Lat u NA 


Eine zurücklaufende Bildungsweise wird durch die Fundamental-Gleichung 
(133.) aufgefunden: | 
u m at — 0 = (of —1)oV. 
Sie zeigt das Bildungsgesetz deutlich an. Wird sie mit a vervielfacht, so 
entsteht 
a? a) = (ad*—1) aa? = (a* —1)(ad*—1)a’ = (ad*— 1)’ a. 
Eben so erhalten wir, durch Vervielfachen mit 4, hieraus: 
ar = (ad*—1)’s0? = (ad —1)’or. 
Demnach allgemein 





165. ua (a —1)" a, 
Eine ähnliche Bildungsweise erhalten wir für ein negatives y, und zwar 
aus (120.) 


166. 1 ED” 
a’ aytrAx ayttm—1)Ax 1. 2, aytt m—2)Ax 











1 
Pe > 


Eben so ergiebt sich die zurücklaufende Bildungsweise 
1 1 1 1 | adx 41— aAx 1— ax 1 


A— m — —— — == == — 


a) artdx aY aytAx artix "  aytdx a | 
Diese Gleichung giebt die Vorschrift für die Ableitung des zweiten Un- 


terschiedes. Wird sie, um den zweiten Unterschied zu gewinnen, mit A 
vervielfacht, so wird 














m —  |\  — 








„1 1—adr 1 1 ad 1a 1 7) N 


a’ 


ad* 


Eben so entsteht der dritte: 








„1 1—aA\" 1 [— aA’ 1 
A — A un, — 
a’ aadx a’ adx a) 
Crelie's Journal d. A. Bd. XU. Hi 4, 41 
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das allgemeine Gesetz lälst sich durch folgende Gleichung darstellen : 
167. am. ie Der . 


aY ad*x aY r 





Die Anwendungen, die wir hieraus ziehen, sind folgende, wenn in (164.) 
und (165.), y=x gesetzt und die Zeichen berücksichtigt werden: 


1.2 
und aus (166.) und (167.): 


169. er m + m(m—1) 1)" 1 


ie en m(m—1) x1Ax ETER . f OR 
168. a*— ati”. ——— at aX_ (1) at” (— 1)” (ad°—1)” 0”, 

















a* axtAx 1.2. ax+?4* axtmax 
BE m l—a e 1 m 1— Ax) 
=(-17(77 —).4=(-1) >. 


Für ein gerades 2 wird der Summmen-Ausdruck positiv, für ein ungerades 
negativ. Die Summen - Ausdrücke führen bei der Anwendung immer auf 
sehr kurze Darstellungen. 
$. 33. 
Unterschiede für Sinus und Cosinus. 
Wir wenden uns nun zur Darstellung der Unterschiede von siny 
und cosy. 
Aus der Gleichung (120.) gewinnt man folgende Darstellung, wenn 
X=sinx gesetzt wird: 
170. 4A”siny = sin(y4-m ax) — — sin (y-F (n—1)) ax) 
+ n sin (y-+ (m—2) 4x) ....(—1)” siny. 
Da die zurücklaufende Bildungsweise der höhern Unterschiede für den Si- 
nus und Cosinus eines Winkels den ersten Unterschied beider Winkel- 
functionen voraussetzt, so haben wir diese vorerst aufzusuchen. Der erste 
Unterschied von siny ist nach der Grundgleichung (133.) 
Asiny = sin(y$Ax) — siny. 
Die Ausdrücke auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens lassen sich 
nach folgender, aus der Trigonometrie entlehnten, Gleichung 


cose +4, P—4 





sinp— sing = sin 


in folgenden zusammenziehen: 
> » ‘ Ar ” 
sin(y-- 4x) — siny = 2.c0s (y -- 7): SINZAT, 
daher ist 


; Ar\ iA 
172. suy = 2.c0s(y+°)sin$*. 








F 
8 
f 
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Hieraus entnehmen wir die Vorschrift: der Unterschied des Sinus 
eines Winkels wird gefunden, wenn der Sinus in den Cosi- 
nus übergeht, der Winkel um die halbe Zunahme wächst, 
und der so veränderte Cosinus mit dem doppelten Sinus der 
halben Zunahme vervielfacht wird, 


Der erste Unterschied von cosy ist nach der Grundgleichung (133.) 
8C08y = cos(y- x) — cosy. 
Die Ausdrücke auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens lassen sich 
nach der Gleichung 


c08p — 0089 —= — 2sin —— 74 . sin I 


in folgenden zusammen ziehen: 


cos(y+4x)—cosy = —2sin(y+ 5) sin >; 
also 
173. Ac08y —= — 2sin(y+ =) sin: 4x. 


Die Vorschrift dieser Gleichung ist: der Unterschied des CGosinus 
wird gefunden, wenn der Winkel um die halbe Zunahme 
wächst, der Cosinus in den negativen Sinus übergeht und 
mit dem doppelten Sinus der halben Zunahme verviel- 
facht wird. 


Der zweite Unterschied des Sinus wird durch Vervielfachen der 
Gleichung (172.) mit 3 gewonnen. Es ist 


4’cosy = 2sin$ awacos (y dire —)» 
und man erkennt, dafs der zweite Unterschied des Sinus den ersten des 
Cosmus voraussetzt. Wird also acos(y+34Axr) nach (173.) behandelt, 
und der erhaltene Werth eingeführt, so entsteht 
Asiny = — Ysin(y+ar)(singsr). 
Eben so erhalten wir 
— 2° (sin 54 r ssin(y-+ 4x) 


— ?7’sin (y PR 57) sin} 1ar)”. 


s’siny 


N 


Auf gleiche Weise 
#siny = Mcos(y+?arx)(singax). 
Hieraus flielst folgendes Ableitungsgesetz: 


41 * 
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 s"siny=(—1)”"Y"sin(y+2Imarx)(sinlaa)”, 


Atleiny — (—1)?” Yim-+i cos (y + mt ax) (sin I A ui 
174. 21? % 
ren (1) IR sin (y-+(2m+1)sr) (sin! aw)”t, 


rriny— (jr mt cos ( y+ - =T a x) (sin ax)”"R, 


Der zweite Unterschied des Cosinus wird gefunden, wenn man (173.) mit 
a vervielfacht; alsdann entsteht 








a°cosy = — 2sinzAxra sin (y - au R 

und nun diese Gleichung nach (172.) behandelt. Es entsteht 
cosy = —T,cos(y+ar)(sinZax). 

Eben so zieht man aus (173.) den dritten Unterschied, und es wird 


acosy = —T.(sinzZar)’acos(y+Aax) = sin (y +°5°) in! Ar), 
und | 
s°cosy = Vcos(y+-?ax)(sint sr), 
Demzufolge ist das allgemeine Gesetz: 
ar cosy = (—1)”V”" cos(y + 2m ax) (sin$ ax)” 
tea (1) Vrt sin ( -- n — es x) (sin 2 An)tı, 
ao (IHR cos(y+(2rr-+-1)a0) (sind ar)”t, 


array (— 1)” TR sin ( y-+ - na Ei x) (sintar)”"t, 





175. 





$. 34. 
Um nun aus den Resultaten des vorhergehenden $. weitere Folge- 


rungen ziehen zu können, vergleichen wir (170.) mit der Darstellung 


von (174.). Aus (174.) ist ersichtlich, dals die Darstellung der Unter- 
schiede von siny in den Perioden der Vielfachen der Zahl # sich bewe- 
gen. Berücksichtigt man bei dem Vorausstellen des Gliedes (—1)” siny 
in der Darstellung (170.), als einem Positiven, den Zeichen- Wechsel bei 
einer ungeraden Anzahl, so hat man folgende vier Reihen für die Sinus, 
mit ihren Summenausdrücken, wenn y=x und 2 =4m, 4m +1 us. w. 
gesetzt wird: 
4m(4m—1 





176. sinz— BL sin(e-+Ax)+ 13 )sin (2-22)... +sin(x-+4mar) 


— — Yrsin(c+ 2m 22) (sin} oa)", 





m nn EN Erteye 
an TEE EREETEET 





176. 
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singe — PH sin (aaa) + ER gina 2ar)....(—)sin@e+4m+1)sx) 
= — Yirtloos («+ nn a A x) (sinz ax)”, 

sine — > sin (+0) EFITTD sin + 220)... + sine +4m+2)2x) 
= — Y”rsin(a vr (Xm--1)ax)(sin$ a@)'"t?, 

SInTC— ni II inet AxX)+ na m, a sin(c-+232)..—sin(@c+(4m-+3)2x) 








== I 008 (x -- Amts.) (sin 34x)”. 


Ähnliche Betrachtungen führen zu folgenden Reilıen, und Summenaus- 
drücken für die Cosinus. Es ist: 


177. 


. Da cos (X + 248)... +cos(e Fimax) 


—= Y”"cos(c +-Imax) (sin$ 4x)”, 


4. 
COX — 7 eos(e+a2)+ 


























C0OSsC— u +1 os(&-H4x) -- nn cos(c+24r)....— cos(e+(4m+1)4x) 
— YrH sin ( 2. : = N x) (sintAr)'”t, 

COSsC— nein cos(x-+4x)+ pr? ua, cos(c-+ 24x) „..cos(e+(Arrn-+2) 2.2) 
= —Y”"tc0s(2 + (2m --1)ax) (sind aw)t”t, 

C03s2— Mi FI oos(x-+-2 + u, cos(c-+-24x).(—)cos(x+(4m+3)ar) 





= — Y"Pgin (e nn - m 2} x) (sm Jar)" r, 


$. 35. 


Unterschiede der Logarithmen. 
Wir beendigen die Darstellung der positiven Unterschiede der Func- 


tionen mit denen der Logarithmen, Der erste Unterschied der Logarith- 
men ist nach der Gleichung (133.) 
Z. ax 
178. alogy = log(y--Aar)—logy = log E — log (14 >). 
Nun ist 


log(i-u) = u-.+37—7 + ....5 


demnach läfßst sich der erste Unterschied eines Logarithmen auch durch 
folgende Reihe darstellen: 


179. Alogy = =, 


(ax) (Am)* 


+58 -Frt 
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Da der Unterschied eines Logarithmen sich auch durch die Gleichung 


log y+ a2) —log ’y darstellt, so hat man, wenn dieses mit (179.) verbun- 
den wird, auch folgende Gleichung: 





Au “ e” ee ' _ a a 
f 
und hieraus, wenn wir, um eine Bin. Sen für Logarithmen 
zu erhalten, y=u und ar = setzen 


180. log(u+:) = egu+ —— pr ts —7st+--- 
Diese Gleichung halten wir fest, um die höheren Unterschiede der Loga- 


rithmen zu gewinnen. Aus der Gleichung (120.) ergiebt sich für den nten 
Unterschied der Logarithmen 





181. A"rlogy = log(y +mAx)— —-log(y +(m—1)Ax Te 1) 


....(— 1)" logy. 


log(yFm— Dar)... 


Werden nun die Logarithmen-Ausdrücke auf der rechten Seite des 


Gleichheitszeichens nach (180.) entwickelt, so erhalten wir: 

















m: 2 3 3 
log(y+tmax) = log + a RS a — ... 
-1) -1j%xAx)” -1)3(Ax)3 
—mtog(y+ m) 2) = mg yon TE m tn 
m(m-1), non; Se ER (m- po en (m-2)Ax __m{m-1) (m-2)” (Acc) * 
13 log(y+(m-2)Ar) = 13 sy+ 2 15 27" +... 


. . “ . . . ® ” ’ s ” ” ® ” . - ” . e . > ° . ‘ 


1.Ax m 1?’(Ax)? 


(m)"I!mlog(y+Ax) —(1y(m logy- m —— _— + nu N 7 in) 
(Am logy = (1) logy. ? 
Zählen wir die Reihen auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 
in vertiealer Richtung zusammen, und bemerken, dals. 


logy— mlogy-+ = be logy — .... (—1)” logy 
—. — 
= (1-m + — .(—)" 1) logy —= (1—1)"logy = 
ist, so haben wir, hr IT gleicher Factoren: 


arlogy = (m — 2 (m— + D m 2...) 














y 
2 
— (m? - (m DER Mae men) 
Y 
+ ( — (m—?) ui —D m 2) er 
) 3 1.2 Az 


a SEP ag Du 2 We in ra ALL ZE 

















rd ehe 


So 
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Diese Darstellungfällt mit der (136.) gefundenen zusammen, und es gel- 
ten daher von den in Klammern eingeschlossenen Vorzahlen die Bemer- 
kungen, die schon früher gemacht wurden. Die Anzahl der Glieder der 
Reihe ist unendlich, und die Vorzahlen erzeugen erst dann reelle Werthe, 
wenn die Exponenten von 2 entweder so grols oder größer als 2 wer- 
den. Hieraus gewinnt man folgende Darstellung für den ten Unterschied 


eines Logarithmen: 


182, 8" logy = (-1)m-1 (mm — 7 (m—1)r et) nom 7 lm 


Dez 


my . 





1)” (mr —1)r+1 rm I ie. } (Arm+1 
(-1)” (m (m—1)”t+ m—2) mi) yrrt 


+1 an ER m}? ar 1) —OI\n+2 (Axr)r+2 
(-1) (m La ee) ne) 


% . . . E B . . . . . ' R L z 








Setzen wir statt der gefundenen Vorzahlen die ihnen gleich geltende Werthe 
aus (157.), so erhalten wir 
m o m—1 . (A ac) 
183. a”logy = (—1) ee Ti . -) Dr 
BR .3....(m1)\ (Anymtı 
( 1) se u y ) 


m; 1,2)! (m-+1)yr+i 


1 HS (S > Bi. m) (An)m+2 
u ER 1, 2, 3) ! (m + 1)y”+2* 




















Eben so aus (139.) 





























184. a”logy = —1)"11.2.3....m 80/0; 1,2...) 
m Y ( r\r+1 
—1” 1.2.3....m8C' (1; 12 m) 5 
— "+1 / (Asc)m+? 
( 1) 1.2.3....m8C’(2; 1 1) mr 
Oder hieraus, mit Benutzung der Werthe aus (141.): 
Be „jam" _mlm+1) (Axymtı 
185. Arlogy=(—1) 1.23... | 12 "(aim 
Br vi m(m-Hi)(m+2) _(a@)r+: 
4 iN2.3 (m +2)y ‚m+2 
_ m(m+1) m(m+i) m+2)m+3) (Ax)m+ 
a 3 ak 1.2.3.4 ie EV 


Die so eben gefundene Reihen erstrecken sich bis ins Unendliche. 
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$. 36. 


Von der Berechnung der Logarithmen durch Unterschiede. 

Die Unterschiede der Logaritlımen lassen sich zweckmäßig zur 
Auffindung der Logarithmen überhaupt, besonders aber sehr grofser. Zah- 
len gebrauchen. Die Convergenz aller im vorhergehenden $. aufgefun- 
denen Gleichungen hängt von der Beschaffenheit der Function y und 4x 
ab. Ist y sehr grols und ax sehr klein, so werden sie sehr brauchbare 
Ausdrücke liefern. Aus der Gleichnung (180.) hat man, wenn y=y und 


ax==1 gesetzt wird. z.B. 


1 1 1 1 
log(z-+1) = lege + Fransl Fr: Ye, 9° RR 


Wenden wir diese Gleichung auf die Berechnung des hyperbolischen 
Logarithmen von 1001 an, so ist 
1 1 
log1001 = log 81000 4 7905 — 5000000 1 3000000000 —*""' 


Da das vierte Glied schon nicht mehr auf die 13te Decimalstelle influirt, 
so ist 








1 


101001 = 6,907755789+ I — mt 


—= 6,9087547793 2... 
Ist der Logarithme von 1001 gefunden, so lälst sich der von 1002 u. s. w. 
finden, wobei die gefundenen Werthe benutzt werden können. 


Eine andere, viel kürzere und dabei allgemeinere Methode ist fol- 
sende. Aus der Gleichung (130.) ist 


X = X 2X Dex... 
Wird A= logx gesetzt, so « A, =log(x-++msx), und bieraus: 


186. log(c-+ max) = loge+ = alogc+ Pen 2logc+.... 








oder, wenn Ar=1 gesetzt wird, 


log(z-+ m) =logc-+ = lege +” - —1) alogx +72 








AlogX .... 


Diese Gleichungen haben den Vorzug, dals man für eine ziemlich grolse 
Reihenfolge grolser Zahlen nur einmal Alogx, A’logx, .... bis zu jeder 
beliebigen Genauigkeit zu berechnen nöthig hat. Ihre Berechnung aber 
oiebt sich an (185.) sehr leicht, weil bei grolsen Zahlen die dort gege- 
bene Reihe sehr stark convergirt. 

Nehmen wir z.B. an z = 10000, sz =1, so ist 








nn 








nn 
el 


z rat, Ana 
BR 2.00" 7 6. Be RR 
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310g 10000 = 1-45 — 3sogr +++. = 0,0000 9999 5000 3333 083...., 


das Ste Glied influirt erst auf die 21ste Deeimalstelle; 


1 1 7 15 | 
‘) WERIFBEHNN. ST en N 
n | 3.10000° + 10000: — #.10000° + 5.10000° 


das 4te Glied influirt est auf die 21ste Decimalstelle; 





4° log 10000 








II. 





| 1 3 5 
3 ab A ER —— 
a" 10810000 = 6 Bm 3.10000° 7 10000: ne] 


0,0000 0000 0001 9900 998 uu..; 
das 8te Glied influirt erst auf die 21ste Decimalstelle; 


FE 1 + 2 65 
4 . 10000* 10000° ag 6. 10000*° + so... 
= — 0,0000 6000 0000 0005 995 au ..; 


das dritte Glied influirt erst auf die 23ste Decimalstelle; 











s'10g10000 = | 





. 1 5 
5 —— ), meshiusuinie \apubi> 
A° 10810000 = 1% [oe 310000: -i- De 


— ++ 0,0000 0000 0000 0000 0024 


u.s. w. Der sechste und die folgenden Unterschiede influiren erst später 
als die 20ste Decimalstelle. Man kann sie daher füglich vernachlälsigen, 
wodurch man für die Berechnung der hyperbolischen Logarithmen der 
Zahlen von 10000 an, folgende sehr kurze und zweckmälfsige Formel erhält 


187. 10og(10000-m) = 
108 10000 + m . 0,0000 9999 5000 3333 083 .... 
a - — ‚0,0000 0000 9998 0003 50 +... 


„FRE 0,0000 0000 0001 9990 998 ... 








mm In m 2 m 3) 9,0000 0000 0000 0005 995»... 
_ m(m—t)(m—2) (m— 3) (m—4) 
1.2.3.4.5 








0,0000 0000 0006 0000 0024... 


Wird hierin n selbst wieder eine grofse Zahl, so wird nur nöthig sein, 
etwa bis zum 10ten Unterschiede fortzugeben; dann kann zn schon bis 
zu einem Werthe von einigen hunderten steigen, bis das 10te Glied einen 
Einfluls auf einige Zahlen von der 20sten Decimalstelle äulsert. 

Crelie's Journal d., M. Bd. XI. HR #. 42 
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B. Darstellung der negativen Unterschiede der einfachen 
Functionen, 


$..37. 


Darstellung der negaliven Unterschiede der Potenzialfunctionen 

Nicht alle der in den $.$. 27. — 34. gefundenen Darstellungen für die 
höhern Unterschiede sind allgemein, und gelten deswegen auch nicht, wie 
sich im Folgenden zeigen wird, von den negativen Unterschieden. Daher 
müssen die negativen Unterschiede der einfachen Functionen auf eigen- 
thümlichen Wegen aufgesucht werden, weil man nicht vorher wissen kann, 
welche Darstellungen allgemein sind. Die Darstellung der negativen Un- 
terschiede ist oft mühsamer. 


Wir theilen im Kurzen die Methoden mit, wie die negativen Unter- 
schiede der Functionen aufgesucht werden, und beginnen mit der Darstel- 
lung der negativen Unterschiede der Potenzialfunctionen. Um eine Ablei- 
tungsweise zu erhalten, vervielfachen wir den ersten positiven Unterschied 
(134.) s. 27. mit AT’ und stellen das erste Glied auf der rechten Seite, 
worin a”! erscheint, auf die linke Seite des Gleichheitszeichens: 





Er 2.07 ori SRH 
a lyı Are Pet nd I yp=2(A.)? — 12,3 a1 PER um , „., 


Wird hierin, +1 statt p gesetzt, und mit pAx gemessen, so erhalten 
wir folgende Grundgleichung: 


p+1 (p—1) ._ R 
18 a aa EZ ar]? 


Auf der rechten Seite erscheint ein Glied von A”! befreit. Diese 
Bemerkung zeigt die Methode, wie allmülig jedes Glied auf der rechten 
Seite von a”! befreit, und so eine Gleichung gefunden werden kann, die 
auf Potenzen von Y zurückgeführt ist. 


Behandeln wir nun das Glied — 3 7 yP-!ax nach der Vorschrift von 


(187.), indem wir p—1 statt p setzen, alle Glieder verneint nehmen und 
mit Zpax vervielfachen, und führen den erhaltenen Werth ein, so ent- 
steht, vom dritten Gliede an, folgende Doppelreihe, wenn statt der Zahlen 
1,1, 4, Z, 2... die Zeichen 4, 4, Ar, As, «... gesetzt werden: 














Ba RR EEE RE Ben. 
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r+l —A ? 
a er 
p(p—%) 
T4 ne 








—f —) i 
ii p(p it: pa n Z1 705 DR 
+4, 


worin zwei Glieder von 47! befreit erscheinen. Setzen wir nun, der ein- 
fachern Darstellung wegen, die Vorzahlen dieser Glieder: 


—41,+-A,=B, 
—4,+A, =B, 
—4A,+A, =P,;, 


u.s.w., so nimmt das erste Glied der Doppelreihe folgende Gestalt an: 


BLITI 2-1 (a2)? Wird der veränderliche Theil 47? yr? dieses 


Gliedes nach (188.) in eine Reihe entwickelt und in obige Darstellung 
eingeführt, so erhält man folgende Reilıe: 








yPpt! 1\ 2 . 
A W_ ——A,y? +4, B- ee de DB; pIr- 2 = I AP (ar)? 
3B4, 
BE ER y 
+ B 2 = tyra) 
3.4 
—75B,4; 








worin drei Glieder von A”! befreit erscheinen. Nennt man nun vom drit- 
ten Gliede an die Vorzahlen der Reihe, C,, C,, C,. ...., so erhält man 
folgende Bedingungsgleichungen : 


B,— IBA,= 6, 

3.4 | 
B—: ehe, 
’ rt 
B,— 755Bı4= 6, 


Fahren wir fort, diese Reihe nach der angegebenen Methode zu behandeln, 
so ergiebt sich hieraus eine Entwicklung von folgender Gestalt, da die Ab- 
leitungsweise einen bestimmten Gang angenommen hat: 


42 * 











324 24. Oettinger, Unterschiede der einfachen Functionen. 


+1 
ER az A,yP+B,4,H RB yP-Kan)+ 6,4, EP I yp2(a2)) 


ei 
lin ni u z KERN 








oder auch, wenn wir, der bessern Übersicht wegen, A=0, B=ßQ,, 
0, == C, 5 C, = D, u. 8. W. setzen, 


‚P+1 
180. = N + yraz 


- en Eu \2 
+4, EZ ya) 


+4, ET 


+ ren) 














worin folgende Bedingungsgleichungen gelten: 


B, = —A,+4; B,=—A,+4,; B,=— ‚+45 u. ee 
3.4.5 


G=B,—3B,4,; ee G=B,— — 153 Pı A;zunı 

4.5.6 
190.x<D, = Go, —40,A,; D=G— 04; D=(0,— 133 (145 ci 
EB =D,—3D,4;; ee A; B=D— Did an. 


Man sieht, dafs die Bildungsweise, welche diesen Gleichungen zu Grunde 
hegt, zurücklaufend ist. Die Vorzahlen bestimmen sich durch folgende 
hieraus entnommene Darstellungen: 


‚Q, = +4, 








= —A+N; 
= —44+0Q— HAB; 
3.4 + 
0; = — AY+QA -T 54: 9. — 7 Aı Q); 5 
191. 3.4.5 4.5 5 
Q; = —4;,+ I — 123 A;Q; 154: 9; TA; 
1.2....m 2. Be 
ng U 20: ER 2m) m-1Qı 7, r er Hirt 
RER mim A, Im-2 — ZA: Ou-ı ® 


5 
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Werden nun hieraus die fraglichen Werthe berechnet, so zeigt sich, dals 
die der Glieder, welche die geraden Potenzen der Zunahme 4x enthalten, 
verschwinden, und dals also in dieser Darstellung nur die Glieder vor- 
kommen, welche die ungeraden Potenzen von 4x enthalten. Dies führt 
zu folgender Darstellung für den ersten negativen Unterschied der Poten- 


zialfunction: 


-” 
u) 

















102 yet 
u Bimarre u CE) 
+5 Hr rer 
u ar Fe ae 
a ya) 


Die Vorzahlen des ersten negativen Unterschiedes sind die Bernoullischen 
Zahlen. Eine nähere Erörterung über die Ableitung dieser Zahlen ist in 
meinem Differenzial-Calcul $. 147. Pas. 269 u. fl. gegeben. Die höhern 
negativen Unterschiede der Potenzialfunctionen wurden bis jetzt keiner 
weitern Untersuchung gewürdigt. Ihre Darstellung wird gewonnen, wenn 
man die Glieder dieser Gleichung mit a”! vervielfacht, und dann jedes 
einzelne Glied selbst nach (192.) in eine Reihe entwickelt, und simmt- 
liche Entwickelungen zusammenzählt. Man findet 


a pt? Pt 5 
= .,P — Y ATEM I ze - A p—1 

18. nee nat ipree 
1 rp—M) a, R 
TI0 13 7 (68%) 
1 pip-Dd(Pp—2) p—3 3 
ar Te 7 “m 
Be 1 p....(p—3) 

352° 1....4 
1 p....(pP—4) 














ya) 





yP’(s2) 





252 1,...9 
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14. pr | et re ypt? TORE: ypt! 
PHNP+DIPFIAR 2 'P+D(pPF2)az)” ers 
e = yP 
+ oamppy "ar 
u 
= Der 





1 
1 pP .... (p u 3) 
ä p—4 4 

FI 12.30 7 em". 
u. s.w. Ähnliche Entwickelungen haben wir bei den Darstellungen der ne- 
gativen Aufstulungen $. 13., 18., 79. u. ff. erhalten. Die Gleichungen (192.), 
(193.), (194.) gelten nicht nur für eine positive ganzePotenzialgröfse, sondern 
auch für eine positive gebrochene Re Bir a ganze und gebrochene Poten- 
1 
























zialurölse, also auch für y’= rs für y- — yy' und für y r u . 
ar Vy! 
und es ıst 
195. a Hi BES URREN OR 25. 
p—1})y” N 2yı 6°2 „rt 
de ME E EN (a) 
30° 4 .2.3 pr 
U PFRRE RER ANIFEN (A) 
32°6 1.2.3.4.5 FR 
RR. pr) (Ax)’ 
08 127 Ex 


Vergleichen wir die Gleichungen (192.— 195.) mit der Gleichung (142.), so 
bemerken wir leicht, dafs beide mit einander übereinstimmen, denn die 
Gleichungen (192.— 195.) lassen sich aus (142.) ableiten, wenn dort all- 
mälg —1, —2, — 5, »... statt 7 gesetzt wird. 


s. 38. 
Negative Unterschiede der Facultäten. 
Wir legen zuerst die Facultät 
yYtay)(y-+?as)...(ytoß—NVar) = pP 
zu Grunde, und gehen, um dieselbe darzustellen, von dem positiven Un- 
terschiede (146.) aus, und vervielfachen diesen mit 4”'; dadurch entsteht: 











2 ee a 
15 u. But a dt Fa E 














i; 
x ee 
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yPIaXr — paxa(ytax)Pam, 
Wird hierin p+1 statt p und y—ax statt y gesetzt, so wird die Zahl 
der Factoren um einen vergrölsert, jeder Factor der Facultät aber um die 
Zunahme verkleinert, und es entsteht durch Messen von p. Ax folgende 
Darstellung für den ersten negativen Unterschied einer Facultät: 


ai f ‚—Aa)yPriax 
59. A 1..plAx — (3 
169 I (p-1)Ax 





Die Vorschrift dieser Gleichung ist: der erste negative Unterschied 
einer Facultät von p Factoren wird gewonnen, wenn man die 
Zahl der Factoren um einen vergrölsert, den höchsten Fac- 
tor unverändert lälst, und die so vergröfserte Facultät mit 
der Zunahme und der vergrölserten Zahl der Factoren theilt. 
Vervielfacht man (196.) mit 47', so enisteht. 
am yp | Ax ni Am (r nz 2} rw 
(pti)ax 

Wird nach der gegebenen Vorschrift a='(y— a »Pt!!A* behandelt, so er- 
hält man 





, \P -2 | Ax 
A ypläx — (, — dAn)Pt 


—(pH2)(p+D (ar)? 





x 
Auf gleiche Weise erhält man 
a7 yP Ar a-ı(y —2 2 a)P+° 1A in (vy— 3 A „Pr? Ba 
PrYPrYAR (PrsPtYPrNaR)' 
und hieraus allgemein: 


\r+m]Ax \ 
197 am yPlAx a (yrm Acc) rm] ax Er (y— max)! 
‚ (r+V(p+2:....(prm)(Ar)” (p-F1)”''(ax)” 
Wird mit 1.2.3.... p gemessen, so entsteht 


— 








km | Ax 














198. a" yırm a (y-man)? +” du __ (»-mAx)(y-(m-IAr)..yly+AR)...ly+ep-DAx) 
er pi! TEN 1.2.3....p(p+1).... (p+m) (ax)” 
Auf gleiche Weise gewinnt man die negativen Unterschiede der Facultät 
1 1 


Geht man nüwlich von 





— ne weuPp)är, 
y(y+t38)....(ytPp-V)AR) yplax J 
dem ersten positiven Unterschiede $. 30. 
— BA 


Ayrlar IT 
Y yptıldx 


aus, und vervielfacht mit a-!, so wird 


1 - 
yptı lAx? 


ee Bu —pax u” 
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setzt man hierin p—1 statt p, und theilt mit — par, so gewinnt man 
für den ersten negativen Unterschied folgendes Resultat: 


a! 1 = 1 
yP [Ax 





ze 


yp-1lax(p—1)Aar 
Die Vorschrift, welche in dieser Gleichung enthalten ist, deutet sich leicht. 
Das Vervielfachen mit 47' führt zu dem zweiten negativen Unterschiede: 
2 1 | 1 1 
AIt— m — «A — 2 ® ® 
(pl) Ax ypr-1 | Ax (p —1)(p--2) (Ax) y: |Ax 
Auf gleiche Weise erhält man den dritten negativen Unterschied: 
ey 1 1 









































1 
— no a MÄmSene aa, ERE 
ypia> (pl P—2)ax) yP?1Ax (pp p—3) yP731Ar (Ar)’ j 
Hieraus erkennt sich das allgemeine Gesetz leicht. Es ist 
19. ar —_ = (1 : | 
yP | Ax (p —1j"" 1 ya |Sx (Ax)” 
Wird mit der Facultät 1.2.3....p vervielfacht, so entsteht 
s ri! pli p—m—1]1 
200. am I—_—e(—1)" - = (—1)r za 
yP |Ax (p—1)" 1 yp-m | Ax yp-m | Ax (Aa) 
oder in entwickelter Darstellung: 
BB... 
21, 4” —t 
+(yt38)....(yt(pN)Aax) 
ae SE BT 
ch Saul, (pP—1)(p—9 ...(p—my(r+s8) ....(r Flp—m—Dax)(Ar)"' 
6. 38. 


Negative Unterschiede der Exponentialgröfsen. 


Die negativen Unterschiede der Exponentialgrölsen leiten sich leicht 
aus den positiven ab. Es ist nach $. 32.: 


407 — (a*—1)or, 
Wird diese Gleichung mit 4”! vervielfacht und durch «°*—1 gemessen, 
so entsteht: 


a” 

a1 

Der zweite Unterschied wird durch Vervielfachen mit 4”' gewonnen, und 
es ist: 


ai — 


1 1 


aY 
wu me — ud = 


u 
€ 
aa f adz —1 air —1 


(ad* — 1)? 








Eben so ist 


a’ 








(ar —1)? (ar —1)' 














“ 

.. 
© 
ö 
= 


an ER 


A A A 
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u. 8. w. Hieraus allgemein: 








202. u, 
(1) 
Eben so hat man aus $. 32, die Gleichung für die Function 
3 Adi $— aA* 
a’ ein ad*x . 


Wird mit a”! vervielfacht, und der hiedurch gewonnene Ausdruck a”'a’ 
von seinem Factor befreit, so gewinnt man 
3 ad* 
a’ 1— ad* 
Wird diese Gleichung mit 4” vervielfacht, so gewinnt man den zweiteu 
negativen Unterschied, und es wird 





1. 
a) ” 


ATt— zu mn 


— A x . 
ar 1 — ar aY (d— a’ax)? a’ 


Eben so erhält man 








nl I EN a’ar 1 


3 ee 





u. 8. w. Hieraus allgemein 


1 amAäx 1 
203. ans a ef u - ‘. 
a’ (di adx)” a’ 








$. 40. 
Negative Unterschiede für die Functionen des Sinus und Cosinus. 
Die negativen Unterschiede der Functionen des Sinus und Cosinus 
leiten sich aus ihren positiven Unterschieden und wechselweise von einan- 
der ab. Wird die Gleichung (172.) mit 47" vervielfacht, so geht sie über in: 


siny = 2sin a! cos (y + =). 


2 
der erste negative Unterschied des Cosinus, und es ist 


1 AT 
sın er 3 
Aw ° 


2 sin — 


- 


Wird hierin y— — statt y gesetzt und mit 2sin — gemessen, so entsteht 


204. a'cosy = 





Geht man von der Gleichung (173.) $. 33. aus, und behandelt sie auf 
dieselbe Weise, so erhält man den ersten negativen Unterschied für den 
Sinus, und es ist 


Crells's Jouroal d. M. Bd. XU. Hfl. 4. 43 
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203. aısny—m — — 


alanıtı E nr > = 5. 
Aus der wechselseitigen Verbindung der vorstehenden Gleichungen mit 
einander ergeben sich die höhern negativen Unterschiede. 


Wird (205.) mit a! vervielfacht, so entsteht 
































a ‚2 NONarE: 1 u Zu ar 
siıny = — Tr cos Fe 
2 sin — 7 
2 
1 . \ 
= — az sn(y—ar). 
= («in 5 ) 
Eben so 
( JA x) 
to (\ y— 
Be 2 
A sın y pe yn y 
2°’ sin — 
2 
ine sin(y—?2Ar) 
Atginy m | . “ 
27} 
2 
Hieraus allgemein 
an in ee el — 2m) 
sıny “nn 2+”" (sing I a5» ’ 
2m-1 
cos (+ hab de A x) 
—4n—l a? u f a,,4 \ mp1 
w A sıny ig ‘ 1) Itm-+1 (sin; Ax)mri ’ 
206. ° < Me 
im sin zieh FERN, \2mFf1' sin Y — m--1}& r) 
Ö Y "ITE 00 / Ytm$? (sin zAx)*"t2 ’ 
4m--3 
cos (  — ar ah 32) 
—1m—3 „® un: Van. BARR Er 
| A sıny —= \ 1) zent (sind An)tnt3 


\ 
Auf gleiche Weise gewinnen sich die negativen Unterschiede für den Cosinus. 
cos(y—Axr) 


Pa\ coSy Buch ee N 


BAR 


\ ( >22) 
sın 2 


3} BR. 
A c03Y ERBE? 2° (sing x)’ ? 








u. 8. w. Allgemein: 
207. a7"cosy = 


cos(y—2mAx) 





f \2m 
ac 1 J 


2m (sind An)tm ? 





. Prise 
a a a 2 





he 











1 Rechen 
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. ( dm+t ) 
sin|\y— Ar 


—4imn—I 





2 











IERR Pa Iın 30 

ä c08Y m ( 1) em! (sin ä Para a 
/ ) 1)&A e) 
a a an cos(y — (Im +1) Rn 

207. A c0sYy Ar; (— 1) Ytm+? (sin } A amt? > 
i 4m-+-3 
sin \y + 4x 
Pushing C08Y = (—1 ra ku 








331 


Ytm+3 (sin 3 A rer 


Anm. Da die Darstellung der negativen Unterschiede der Logarithmen keine 
einfache Darsteilung zulassen, so übergehen wir sie, 





II. Darstellung der Unterschiede der einfachen Functionen 
durch Differenziale. 





A. Darstellung der positiven Unterschiede der einfachen 
Functionen. 


. 2, 


Formelle Darstellung der positiven Unterschiede. 


2 
\W ie wir die Aufstufungen der einfachen Functionen durch Difleren- 
ziale mittelst der Taylor’schen Reihe gewonnen haben: so werden wir 
auch die Darstellung der Unterschiede der Functionen durch sie gewinnen 
können, Die Taylor’sche Reihe dient bekanntlich dazu, um eine Fnnction, 
die eine Zunahme erhält, durch die steigenden Potenzen der Zunahme und 
der Dillferenziale darzustellen. Bezeichnen wir die ursprüngliche Function 


durch X, und die durch Zunahme gewonnene durch X, , so ist 
ea (Ax)?0?X (Ax)?0?X 


ner taatmsnt 
Nun ist der Unterschied « einer einfachen Function, nach (133.): 
X KK, 
also auch, wenn auf der rechten Seite ap Function X abgezogen wird, 


| > _&A@0X | (&2)%0 (An)? 63 X 
208. X = + Er nt 


dx (dx)? 














Scheidet in der entwickelten Reihe die mat x, die in jedem Gliede 


vorkommt, aus, und berücksichtigt man, dals folgende Entwickelung 
=” 
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e—=1+% ++ ar... 


ganz mit der entwickelten Führe din für X, zusammenfällt, wenn 


y- 7 - gesetzt wird, so hat man demnach, als ersten negativen Un- 





terschied, auch folgende Darstellung : 
AXx.0 AX.O 


209. = e® x_xe ("= _1)x; 
e ist die bekannte Zahl, deren Logarithme der Einheit gleich ist. 


Die Gleichung (209.) ist Vorschrift für die Ableitung der höheren 


positiven Unterschiede. Vervielfachen wir mit A, so ist 
Ax .0 Ax.d Ax.d AXx.d ? 


X = (= _1)axX = (. 0x BR; (ed® _ı)x = # 0x = _4) X, 
Aus dem zweiten Unterschiede erhalten wir den dritten, wenn wie jenen 
eben so wie den ersten behandeln. Es ist also 

AX 2 Ax. d 5 
X m (.=_1) aX = (er 1) e —I)XA = (.: 0x = _1)x, 
Ax .0 
"X == (. 0x Ber, X, etc. 
und hieraus, da diese Entwickelung einem bestimmten Gesetze unterliegt, 


welches sich leicht erkennen lülst, j 
Ax. 


- 


210, arX m ke ar Mr 


$. 42. 
Reelle oder entwickelte Darstellung der positiven Unterschiede. 

Die so eben mitgetheilte Bildungsweise ist nur formell; wir suchen 
nun auch eine entwickelte Darstellung. Zu dem Ende gehen wir von 
der Reihe (208.) aus, und geben ihr eine bequemere Gestalt, indem wir die 
Nenner-Faecultäten der Reihe nach 4,, 4,, A;, -.-. nennen: danach ist 

2 92 
X = (4, De: BR: f At we. 
Vervielfachen wir mit A, und stellen den Ausdruck 4X, der auf der rech- 


ten Seite des Gleichheitszeichens entsteht, durch eine Reihe dar, so wird 
Ax.d 








25 (Ax)2. 02 ,‚Ax.d (Aa)? 0? 
2X= (AT +AT (dx)? He) tr + ) X. 
Wird die Vervielfachung der in Klammern eingeschlossenen Reihen wirk- 
lich ausgeführt, so entsteht 

















Bi 
Gi En 





} 
4 
% 
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Y Ar)2d?X (A 393 X Ar) 0% X 
2X a Ds L 4.4;|' Fr 1+.4.4,| _ "ER 
A,.ÄA, A,.d: 
Kl 





Nennt man die Vorzahlen in dieser Reihe B,, B,, B,, P,,::.., 80 un« 
terliegen sie folgendem Bildungsgesetze: 


Jede Vorzahl besteht aber aus Producten von Nenner-Facultäten; der 
dritte Unterschied wird auf dieselbe Art aus dem zweiten abgeleitet, wie 
der zweite aus dem ersten abgeleitet wurde. Die vorstehende Gleichung 
giebt also das Ableitungsgesetz für die Vorzahlen des spätern Unterschie- 
des aus den hervorgehenden. Brivgt man nun die Nenner-Facultäten 
unter einander in Übereinstimmung, so gewinnt man dieselbe Darstellung 
für die Vorzablen der positiven Unterschiede durch Differenziale, wie man 
sie schon $. 27. u.f. gefunden hat, Es entstehen daher folgende Glei- 
chungen, und zwar aus (137.): 


EN 9 De A (Aacim om X 
21l. Am X — s( N j! ) ) u; er Ie..m(Ix)" 
+ {2 N) (Aaym tl omti X 
SHE ; 1, 2): 2. .b (m +1) Oxymt 
+S(- 2.3. nd) (Axym+? ort? X 
"+2 P-m; il, 2, y 1.2.3....(m-++-2) (cd er 


° . ° > * E2 . “ = \ 














aus (139.): 
2 A mom X 
212. "A= u rende 1,2...m)] > 2 dar 
Y (Axr)rti ort! % 
+1. Fl «N SC (il; 1, 2 200. M) 19.5, ..(m+1)(d a)”t° 
(Aacymt2 on+? ri 
dh Zr ern (m-++2) (d x)”*+? 


age / (A a)+3 » X 
+ 1.2.3. ..mSsc (3;1, 2,.... m) 1 03; (m+-3) (d. a)m+; 


. ” Eu “ . . .; 








+123....mSC'a. 12... 











aus (142.) endlich: 
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? (A.x)” om m (A yet orH# Y 
« m > 
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(c Zn (cd. rt 
+:0=33) (Ar "tiort? NV 
1.2.3 4 a (© x,"t? 


m (m +1) m (AxXyrt3 om+FrX 
+ 1.2.123.4 ° (daym+3 
4 15 m? (m +?) +5 m?’ — 2 m (A am +t ort! X 
2.1.2.3.4.1.2.3.4.5 e (da)y"++ 








Die Ableitung einiger speciellen Fälle führt zu folgender Zusammenstellung: 
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DORT 


B. Darstellung der negativen Unterschiede der einfachen 
Functionen. 


&. 45. 
Formelle Darstellung der negativen Unterschiede. 
Die formelle Darstellung der negativen Unterschiede der einfachen 
Functionen durch Differenziale leiten sich aus der Gleichung (209.) leicht 
ab, wenn man mit 47' vervielfacht; es entsteht dann 





Ax.0O 
> (. * Ja x, 
und hieraus, wenn der mit a3='ÄX verbundene Factor weggebracht wird, 
r A 
7 —1 V =S 
215. AA - . 
— 
(.7= _1) 


Wird diese Gleichung nt 47" vervielfacht und nach der Vorschrift, die 
in ihr liegt, behandelt, so entsteht der zweite negative Unterschied auf 
folgende Weise: 








Fi re ren ao 
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—_—?2 ı7 . 1 Pa | SUR 1 1 r 
BEER ax.0 zi= ax.d ee Bx.d A, 
? 0x BE, („0x kin) (.#= 21) 
also 
BEP? ELE X 
„iz ax%.0 2° 


(e= -1) 


Eben so gewinnt man den dritten negativen Unterschied, und es wird 
ai HA 4 


F Ax.0% x. 0x ® 


(4) ie (ar) 


Der einmal betretene Weg führt zum weitern Ziele und es entsteht: 


_m X 
216. A Ze nd Az d Tal 


(4) 














oder auch, wenn man 


Ax.O (An)* 3 


au . (Aa)? )".0° 
BEE a ta30y tr" 








setzt, 
X 


(As? 


+ .2.3. at 3 








217. u. GI 








UT 0° 
0x 1.2.0x 
$. 44. 
Entwickelte Darstellung der negativen Unterschiede. 
Um eine entwickelte Darstellung für die negativen Unterschiede 
der einfachen Functionen durch Differenziale zu gewinnen, gehen wir von 
der Gleichung (208.) aus, und vervielfachen sie mit a7"; dadurch entsteht: 








r ax.d X (Aa? 0° ey ‚Eh 0X AAX 
zer dx 712.08‘ + 2.8 027 Arte 





Um a='X allein zu erhalten, messen wir mit n 


° die Gleichung und brin- 
Ux 


gen A”! auf eine Seite, dies führt zu folgender Darstellung: 


(Ace! 07 X Ar, d a3 x (A ac)” 0° N gl 
ı — 


Y ee — 
218. S X ac (da)! 1.2.98 * 1.2.3.10x)” 








In dieser Gleichung erscheint ein Glied von a7" befreit. Die Gleichung 
selbst bildet die Vorschrift, nach welcher allmählig alle Glieder von a7' 
befreit werden können, 
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1. FE } ’ Ar.d i 
Wird nämlich in dem Gliede Wo s"!X der Ausdruck A! in eine 





Reihe entwickelt, so hat man 
Axc.,OAaT!IX An. P (Ax)” 0? ai X (Ax2)® 0° ATIXY 
Baia F5 7° > ee >: r 1.2.1.2.(0.2)° 2 ren DR WO. Too 











und dann in (207.) eingeführt, so entsteht 





rn AR DE nn Zur EEE 
TE a > 3 Er 4 |1.2.3.(00)° 
N 1 
+ > +2 





Vergleichen wir diese Entwickelung mit der in (35.) von den negativen 
Unterschieden der Potenzial- Grölsen gegebenen, so erkennen wir sogleich 
ihre Identität. Es würe daher überflüssig die weitere Entwickelung aus- 
führen zu wollen, indem wir nur eine Wiederholung des schon einmal 
Gesagten geben mülsten. Zu bemerken ist jedoch, dafs der Ausdruck 
Fi künh negative Differenzial) das Integral der Function X, also IX dx 


tem 





bedeutet. Diese Bemerkungen führen zu folgenden Darstellungen: 
i Xox a. Kr s20X 
2“ ‚X — —,/ 
BEE F Irrz 
































32 > 2 x 

141 Gr) X 

30'7'1.2 3.(0x) 

I 1 (su.)0"X 

+35 1.2....(0.0)° 

5% (Ax)’0’X 

30°8 '1.2....7(0x)' 

5 Eu (ax) O’X 

66°10°1.2....9(08)* 
. 2 X (0x R- ‚X. oX 
20. aA =/ (Ax n 1.08% 

1 We 3 





+ 120° 1.2(0.x)? 
1 (32)?0’X 
+ 0° 1.2.3(9.&)? 
1 (2)? 0*X 
252°1...4(00)* 
1 (axX)’0’ X 











252°1.2..5(9%)* 


{ 
r 
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221. ar HEN INK Jr _ Ex 





. (Ax)e (Ax)? 
19 AxXrOX 
+: 240° 1.0x 


1 (a0)?0?X 
81.2 (dx)° 

2 (ax)a?X 
315 °1.2.3(9x)' 

1 ( x) 0*X 
+ os ...4(02)* 

{ pie X 
r50° 1.2..5(0x)* 

















u. 8. w. Wir bemerken aber, dafs die Gleichung (2il.) nur für posi- 
tive Unterschiede gilt, die Gleiehung (212.) und (213.) aber für posi- 
tive und negative Unterschiede. Das allgemeine Bildungsgesetz tritt beson- 
ders deutlich aus der Gleichung (202.) hervor, indem sich die hier gefun- 
denen Gleichungen unmittelbar aus ihr durch die Substitutionen von —1, 
— 1), —3, .... statt zu ergeben. Diese Gleichung enthält das allgemeine 


Bildungsgesetz, wovon die bekannte Bernoullische Reihe ein besonderer 
Fall ist. 








Von den Abstufungen. 


$. 45. 

Nach den in $. 1, aufgestellten Grundzügen besteht das Wesen der 
abstufenden Functionen darin, dafs die um die Zunahme veränderte Func- 
tion von der ursprünglichen abgezogen wird. Demnach ist also: 

222. fe =fe— Sets) = — (Sat) fe). 
Vergleichen wir diese Gleichung mit (133.), so erkennt man leicht, dafs 
die Abstufung einer Function mit ihrem negativen Unterschiede vollkoinmen 
zusammenfüllt. Somit sind die Abstufungen auf die Unterschiede zurückge- 
führt und eine weitere Untersuchung dieses Gegenstandes würde, mit Aus- 
nahme der Functionen für den Sinus und Cosinus, bei denen eine verän- 
derte Anordnung einen veränderten Zeichenwechsel herbeiführt, eine Wie- 
derholung des schon in der Lehre von den Unterschieden Mitgetheilten 
sein. Deswegen übergehen wir die Eutwickelung der abstufenden Funec- 
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tionen ganz, und wenden uns zur Betrachtung des Verfahrens, das wir 
bei den bisherigen Entwicklungen beobachteten. 


$. 46. 
Bemerkungen über die Ableitung der aufsteigenden Functionen. 

Wir haben bei den Aufstufungen und Unterschieden der Functio- 
nen die nümlichen Ableitungs-Gesetze im Allgemeinen aufgefunden, wie 
sie bei dem Binomium vorkommen, was aus den Entwicklungen (10,, 
3. ,„ 14., 28., 31. und 32.) und (121., 128, 130., 131. und 132.) 
hervorgeht. Wir haben die gefundenen Ableiiungsgesetze an die des 
Binomiums geknüpft, weil diese schon bekannt sind, und sich das Un- 
bekannte leicht an das Bekannte anknüpfen lälst. Die Anreihung_ die- 
ser Gesetze an die des Binomiums ist jedoch nicht wesentlich, sondern 
nur zufällig, und man erkennt bei näherer Untersuchung leicht, dafs alle 
diese Entwicklungen, die wir im Allgemeinen mit dem Namen Ableitun- 
sen bezeichnet haben, gleichen Gesetzen unterliegen, ja selbst nur spe- 
cielle Fülle eines allgemeinen Gesetzes sind, von denen die entwickelte 
Darstellung des Binomiums am bekanntesten ist, also zur Grundlage sich 
besten eignet. 


Stellen wir zur deutlicheren Übersicht die Haupt-Entwicklungen zu- 
sammen, so ist für die Aufstufungen: 





n r > ( 1 
Er Fu == Ä, - mX, +7 x, ti X. 


m pr m x m (m-+-1) 
7X = Ä_n— Ex A -- 793 Am eur. 


x, = Re 4+RT Alibeanrgiten 
x KH, el Has 





für die Unterschiede: 


| = u 7 m (m —1 ” 
XL. HIN tel DR, 











(m —1 
a A, 2 ee u na € T Km} > = 1 © -1 .... 

224, h m e —1) 
Pr = A, +ZaX, +- T "X, + .... 
Zum Kg +ZaX, Pe X, on 








ER 777 PVSWENEE EEE 
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Die Unabhängigkeit des Bildungsgesetzes, welches diesen Entwicklungen 
zu Grunde liegt, von dem des Binomiums wird sich dadurch insbeson- 
dere noch zeigen, dafs die hier gegebenen Darstellungen bei weiten all- 
gemeiner sind, als die des Binomiums, 


Die gefundenen Ableitungen zerfallen nämlich in zwei Classen: in 
die für ein positives 2 und in die für ein negatives. Die Vorzahlen, 
welche in ihnen vorkommen, sind die numerischen Ausdrücke der 
Verbindungen zu 1, 2, 3, .... Elementen aus n Elementen, so 
dafs die Glieder der Eutwicklungen für die positiven n versehen sind mit 
den Verbindungen ohne’ Wiederholungen, die Glieder der Ent- 
wicklungen für negative m mit den Verbindungen mit Wieder- 
holungen. Hierbei ist es ganz gleichgültig, ob m als Exponent, oder 
als Stellenzahl erscheint. 


Hieran schlielst sich noch folgende Bemerkung: Erscheint 72 in 
der zu entwickelnden Function als Exponent, wie in C"X,, C”Xo; 
a" X,, 4” X,, so findet es sich in der entwickelten Darstellung als Stel- 
lenzahl; erscheint es in der zu entwickelnden Function als Stellenzahl wie 
in X, X_„, so findet es sich in den entwickelten Darstellungen als Ex- 
ponent, und zwar des Geschäftes, welches an der ursprünglichen Func- 
tion vorgenommen wurde: eine Eigenschaft, welche dem Binomium nicht 


zukommt. 


Vergleichen wir mit diesen Entwicklungen die des Binomiums in 
folgender Gestalt: 


Pr m(m u: ym—2 “ 
+ er Hat ED aa... + (ar 
und 
\ — mn —TL— 1 -.— 
art Br ra Hera, 


so ist die Überstimmung der Vorzahlen mit denen der oben gegebenen Ent- 
wicklungen ähnlicher Natur nicht zu verkennen. Eben so deutlich geht 
aber daraus hervor, dals sie nicht so allgemein ist, und nicht so viele Ver- 
änderungen zulälst, als die gegebenen. Denn die Elemente, worauf es be- 
ruht, sind nicht veränderlich, also auch keines Wachsthuns oder keiner 
Zunahme fühig. Ja es zeigt sich sogar, dals das Binomium nichts an- 
deres als ein specieller Fall dieser allgemeinen Ableitungen ist, wie sich 
aus Folgendem ergeben wird. Legen wir nämlich die Exponential- Glei- 
44? 
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chung (63.) mit ihrem re Ausdrucke 
a” 3 Ar Mei art2Aax 1 m -+- artrräxr — (+ Te 


zu Grunde, und messen auf beiden Seiten durch «*, so entsteht: 
1+70 Ax +22 1) ar...  a”i* — BEN (1-+ a&*)”, 


s . ® b . ‘ . 
Setzen wir hierin «= —, was geschehen kaun, da @ jeden beliebigen 





Werth bedeutet, so geht obige Gleichung in folgende über: 


j +7 -(- ii FRE rn en a (2y°" 
HIT- ET. 


b -bymAx . . . 
Da aber IT “= ); ]= Fein md ist, so erhalten wir hieraus, weun die 











ce" äx 


mäx 


ganze Gleichung mit c vervielfacht und die Reduction der Exponenten 


vorgenommen w ird: 


y m{m-1) 


295, emdx ı — emnar par IT a er-NAx DL... pröx — (e-Fb”%, 
oder, wenn ax ==1 gesetzt wird, 

226. (Hr = rg ter RT ma br 
Diese Gleichung ist der binomische Lehrsatz in der einfachsten Gestalt. 


Die Allgemeinheit der gegebenen Entwicklungen zeigt sich ferner 
dadurch, dafs sich der Taylorsche Lehrsatz, dessen Nützlichkeit in der Ma- 
thematik lüngst anerkannt ist, und dessen wir uns bisher mehreremal be- 
dient haben, sehr leicht aus der dritten Gleichung No. 213. ableiten lälst. 
Setzen wir nämlich X „= /(e-+max), und X, = fx, so ziehen wir hieraus 


fat moa) = Sat Bolt ED fat... 


Nehmen wir die Zahl 2 unendlich grols an, so wird sich auch die Reihe 
auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens in eine unendliche Glieder- 
Anzahl ausdehnen. Wird aber 7 unendlich grofs, so verschwinden die 
endlichen Grölßsen 1, 2, 3, .... im Verhältnils zu dem Unendlichgro- 
isen, mit dem sie in Verbindung stehen, und die vorliegende Reihe gewinnt 
folgende Gestalt: 


Sc+mse) = Setmafat 0 fe + te 














EN ne Er Een en nn 


De a ein 
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In dieser Gestalt kann uns aber die vorliegende Reihe zu keiner Anwen- 
dung dienen, da max ein Unendlichgrofses bedeutet. Um nun aus mar 
eine endliche Grölse zu erzeugen, lassen wir ax in das Unendlich - oder 
Verschwindend-Kleine: die Differenz ax in das Differenzial dx übergeben. 








3 fx (dx)? 
Dann wird zugleich 9 fe=% ra und ® £ a + ..., und wir em 
halten 

moaxofx ,„ m?’(Ox)?d?fxz ,„ m!(dr)?d’fx 











Setmds)=/et+ —5;  +7I12%0% + T2302%7 rt 
Setzen wir uun hierin mdx==% als eine endliche Größe, und berück- 
sichtigen, daß möx=—=k, m’) =4, m’(dx)==Kk’, so erhalten wir 


| | fe, Blender 
227. fat) =/er 1.0% + 10002 + 123005 He 


Dieses ist die Taylorsche Reihe. 








Ganz auf dieselbe Weise lälst sich auch folgende Gleichung ableiten: 


uns kofx k?0?:fx k?orfx 
Seh =fe— 55 FI2O» 12308 rt 








(Die Fortsetzung folgt im nächsten Bande.) 
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23: 


Note sur lattraction des spheroides. 


(Par Mr. Pagani, prof. ord. a la facult& des sciences de l’universit& de Liege.) 





7 
(onsidörons une masse queleonque M de grandeur finie, dont tous les 
points matcriels 77‘, ...., exercent une attraction sur un point m. Soient 
%, Y; 3, les coordonnees rectangulaires de m; x’, y‘, =’, celles de m‘. 
Si Von fait 
— I\2 y 
u = Yle—-e)’+Yy—V+@—')]; 

les composantes de lattraction Newtonienne de la masse M sur le point z, 
parallellement ü laxe des x, sera 


1 
x=8—m', 
x 


le signe S s’etendant a la masse entire. On aurait des expressions ana- 
logues pour les deux autres composantes F et Z, en changeant seulement 


dx en dy et en dz. 


Supposons dabord que le point 2 ne fasse pas partie de la masse 
M. Em posant 





ni 
F m‘ y, u „ 
v = as X m de m’; u = eto.; 
on aura les relations suivantes. 
. dF 
1. = a de? 
2 a mn ee E 
r da* ’ 


3. X+-rY’+2=0 

Pour juger ce que deviennent ces &quations lorsque le point 
fait partie de la masse M, decomposons celle-ci en deux parties, dont la 
premiere, comprenant le point 2, pourra, en general, ötre supposee dgale 
ä une tres-petite sphere homog&ue ayant une densit@ e &gale ü la den- 
sitE de la masse au point m. Il est @vident que les &quations pre- 
c@dentes subsisterons encore pour la seconde partie de M. Par conse- 
quent le probleme se röduit ä examiner A quoi se r&duisent les formules 
preeedantes dans les cas oü le point 7» fait partie d’une sphere homogene. 
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Pour cela, placons l’origine des coordonnd‘s au centre de la sphere, 


et substitituons les coordonn&es polaires au prec&dentes; nous aurons ces 
formules: 


u= y(r—?2rrcoß+r”), = In0.8-r"dr sind’ a‘, 





1 ‚r 
3 Io na Sy 
R = 2708 _— r"dr'sind‘ah‘, RN = ——S En r” dr’ sind’ db‘. 


En exccutant les integrations indiquees, on trouve: 


1°. le point = etant dans l’intcrieur de la sphere dont le rayon 
est 7, 


v " r? 
——m ‘ a — 4 a} / ——— © 
2°, le point 2 &tant ä la surface de la sphere, 


Maintenant il sera aise de resoudre la question que nous nous 


sommes proposdce. On veit premierement que, dans le cas de r<{e, on 
doit avoir ö 
d 1 nm 
R= — af 


-———. 


— nl 
dr? r dr? Am? 


Par cons&quent les &quations (2.), (3.) devront ötre remplacdes 
par la suivante: 





Bi Y 2 
a d ie d d 





Pe 1 u el add I 
ou bien 
BETT Er 
U En — 
. "TE VE Fi mp. 
Deuxiemement, soit @=r. Il paraitrait d’aprcs nos formules que 


l'on devrait avoir, au lieu du premier systöme d’@quations, la seule Cqua- 
tion (4.). Mais il y a une remarque importante ä faire; c'est que lex- 
pressiin A=—$wer m’exprime pas rigoureusement Vattraction de la 
sphere sur un point materiel de sa surface. En effet, si nous d&@notons 
par‘ r, le rayon de la surface intericure, et par r-+-dr, le rayon de la 
surface exterieure de la couche dont le point 2 fait partie; Vatiraction 
de la sphere sur ce point est, comme on sait, 
R= —4ner—Imedr. 

Si Fon avait seulement pour objet de calceuler l’attraction de la 
sphere sur un point materiel de sa surface, la derniere valeur de R se 
confondräit avec la pr&c@dente. Mais il n’en est pas de m&me, lorsque 








‘77 
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"on veut comparer cette action avec celle qui aurait lieu sur un poiut posd 


«ur Ja sphere. Un trouve alors que la nouvelle action R, est donnee par 
la formule 
A = — zrze(r-+dr). 
Partant 
RB—R= Znmpdr; 
do 
dR 
dr 
En employant cette derniere valeur, on trouve 
1 d.r:R 


un , meisten ME nen 7 
r»®- dr a 


—— mE. 





Il r&sulte de l’analyse que nous venons d’exposer: 
. dd in, . . 
1°. qu'on designant par 7 , Yattraction d’un spheroide sur un point 
materiel zz, decomposcde parallelement ü laxe des z, on doit avoir, 


dU, d’U d’U 
6. da? + 7 a des -- Ö, ou = — 27, ou = —4ne, 








selon gi:e Te point zz est en dehors du spheroide, ou ä sa surface, ou 
daus son interieur. ÜCes rdsultats ont &t& demontres pour la premiere fois 
par M. Poisson. 


2°, 1 faut ajouter a cela que, dans les deux cas extrömes, la 
fonction U est Egale A lintegrale $ —, mais que cette &galit& ne subsiste 


plus pour le cas oü le point zn est ü la surface du spheroide. Dans tous 
les cas P’equation (3.) a toujours lieu. 

3°, Lorsque l'on se propose seulement de calculer Pattraction d’un 
sphöroide sur un point matcriel de la couche superficielle, on peut em- 
ployer indistinetement une quelconque des @&quations (6.). Il est &vident, 
en effet, que le cas ou le point attird est situ ä la surface du corps atti- 
rant, peut Ötre regard@ comme la limite des deux autres. Aussi, la se- 
conde valeur de la fonction qui forme le premier membre des equa- 
tions (6.), est elle moyenue entre les deux auftres valeurs. 

4°, Si lon ne fait pas abstraction des quantites infiniment petites 
vis-ä-vis des quantites finies, Tattraction d’une sphere homogene sur un 
point materiel, est la plus grande possible, lorsque le point attire fait partie 
de la surface de la sphere. Dans ce cas, la fonction qui exprime l’attrao- 
tion est une fonetion discontinue; et pour calculer sa differentielle, il faut 








E77 PER AREE 
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tenir compte, avant et apres Faccroissement de la variable, des fermes 
dont la valeur est infiniment petite. Ge fait analytique me parait digne 
de fixer l’attention des geometres. 


5°. I resulte de l’analyse möme de M. Poisson, que si le point 
m etait au sommet d’un polyedre attirant, il faudrait substituer aux se- 
conds membres de l’&quation (6.) la quantit@ — eo», en d@notant par « 
le quotient de la surface spherique, intereeptee par l'angle solide dont le 
sommet m est le centre, divisee par le carrde du rayon. Ces cas singu- 
liers ont &t& signalds d’abord par M. Ostrograsky. 


6°. Enfin, il me semble que M. Poisson a d@montr@ d’une manicre 
tres ing@nieuse qu’en posant 


a2 


. [077 
z, = die Per etc, 


on devait avoir, selon les cas sp£cifies plus haut, 
At Y,+Z, =(, — 70, —4ne; 


mais il ne resulte pas necessairement de sa d&monstration que Von doive 


I ZZ, ete. D ste, M. Ost 
Im Ta, ee. un aufre cöte, M. Ostrograskı 
demontre, en suivant une methode differente, que Yon doeit avoir, selon 


les cas, 





avoir toujours X, = 





RT, REN Fi Pre ; 
ee ae er 


mais il ne fait pas voir quelle est la relation entre les quantitds, X, ete., 
et lintegrale que nous avons designee au commencement par 7. 
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26. 
De fractione continua, in quam integrale 7 e*dx 


evolvere licet. 
(Auct, ©. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Regiom.) 





—— 


Integrale propositum, cuius in fractionibus coelestibus aliisque quaestioni- 
bus usus est, ill. Laplace (M. C. T. IV. L.X.) in fractionem continuam 


evolutum dedit sequentem, posito 7 = 5uZ5 











Fre > 
1. 2 error — 5, . . 
Rr © 414.1, 
1+7 5 
Re A 
r 1-44 


Demonstratio tamen viri cum per series divergentes procedat, hodie vix 
probabitur; quae hoc modo accuratior redditur. 


Statuamus 
Rn 
SE ——XCX 


habemus differentiando, 
OvV NY 
e = — ZU Le 
3 0.20 u: { 
Qua aequatione iterum z vicibus differentiata, prodit 
u EEE RE, u. 4 2n o'-1y 


4. er 9 dar-i 








sive posito 





5 u 0" v 
a u 
fit 
6. (r+1)v,n = 2v, +20; = 2rv—1. 
Porro posito 
n n 1 
("2 tu,=y4n 7= un 


fit e (6.): 


T. Ya ymatartdy 1mytoy‘.. 
Unde profluit: 
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1 Yı 1 1 
Y. + = qa+ day = g+ »7 
ı 1+- - 3 1,2 3 
Ir 6 nn 
seu generaliter a 
5 1 
3. gt —- 
1+2 
1 
. ng 
” 1+ (a+Mayn+2 
Yn+i 


ubı 
er # n v 

— _—_ er” — — 

Jı 2 Cu x 2x I 


An 
9. = (—1j"22”t! — . 
Yr+1 ( ) 1.2.9..,.0020* 





Il. Lapl ‚erit, val itum ipsius inenk 
. Laptace asserıt, valorem quaesıtum ıpsius „ semper contineri 


\ 


inter duos valores fractionis continuae se proxime insequentes; quod ut 
locum habere intelligator, probare debebat, quotientes neglectos 
(n —+-1) IVn+? 
In+1 
idem signum servare. Quod per evolutiones in seriem non ita facile pro- 
bas; sed contigit, si differentialia ipsius © per integralia definita exhibes. 
Habetur enim e (2.): 


» @ m 
10. vum et AR rc FE a} EURTI zu / dee 
«7 x o o b] 








unde 


tl. 





on /. ee — ef L(— Ir et, 
«0 R 


sive 





12. or u (—?)" ex [ stt—aye" 
0.x° Band Hi ’ 


ä (2 eek xx ne 

13. Yatı = 753,7, m S Att—aye E 
quae seinper est quantitas PR Unde sponte fluit, quod probari debe- 
bat, quotientem neglectum et ipsum semper esse positivum. 


Reg. 30 Juni 1834. 


unde etiam 


—— en EHERERENERDEERE nn 





348 27. Note sur les form. trig. de Ganfs et de Neper. 


27. 
Comment, dans la trigonometrie spherique, les formules 
de Gaufs et les analogies de Neper, qui en decoulent, 
peuvent &tre tirdes immediatement et facilement 


des formules fondamentales. 
(Par l’editeur. ) 





Lies cotes d’un triangle spherique quelconque dtant desigueds par a, b, e 
et ses angles par A, BD, C, on a, comme on sait, 


l. cos @ sin BsinG — cos 4 = cosD cos(, 
2. cos@ — cos Asind sine = cosb cosc, 
et 
3 sind __sinB __ sinC 
f sinoa sind  -sinc" 











La troisieme de ces formules fondamentales donne, en multipliant: 
sinBsinC __ sind" __ 1-cos 4° __ (1-++ c0s.4) (1— cos A) 
sindbsine sina”  AI—cosa” (I-Fcosa)(l—cosa) ’ 














ou bien 
4, sinD sinC (1+cosa)(1— cose) = sind sine (1 cos A)(1—c08 4). 
Combinons par laddition cette &quation et les deux «quations 
identigues 
B. (1— 008 4)(1—cose) = (l—cose)(1 — cos A), 
6. (1+c0os4)(1+cosa) = (l-+cose)(1-+cos 4), 
et par la soustraction la m&me €quation (4.) et les deux equations dentigues 
7. (1+c054)(l—cose) = (1—cosa)(1+c03s4), 
8. (1— c084)(1-+cosae) = (1+ cosae)(1— cos 4), 
nous aurons 
[1—cos.4+ sinB sinC(1-}+-cosa)] (l—cosa) = [1— cosa+ sind sine (1-Fc0s.4)] (l—cos.4), 
[1-}+cos 44 sinB sin C(1—cosa)] (1-+cosa) = [1-4 cosa+ sind sine (l—cos4)] (1-+c0s.4), 
[1-+c0s4— sinB sin C(1-Feosa)] (I—cosa) = [1— cosa— sind sine (l—cos4)] (1-}c0s.A), 
[1—cos d— sinBsinC(1—cosa)] (14+cosa) = [1 cosa— sind sinc (1-+c05.4)] (1—c0s.A), 
En substituant dans ces @quations les @quations fondamentales (1.) 


et (2.) on trouvera: 








En 











BENENNEN IRRE WEIN IEEERNGER: = 








N 
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(1 cos B cos C-F sin B sin C)(I— cosa) = (1— cosb cosc--sin B sin c) (I— cos 4, 
(1— cosBcosC-+sinB sin C)(l+cosa) = (1+cosb cosc+sind sinc)(1+ cos 4 ), 
(1— cos B cos C— sin B sin C)(1— cosa) = (1— cosb cose — sind sin c)(1-H cos 4), 
(14+ cos Bcos &— sin Bsin C)(l-+eosa) = (1-Fcesb cosc— sind sine) (1— c0s 4). 
Cela, en vertu de formules goniomötriques connues, se reduit ä 
(1+cos(B—C))(1—cose) = (l—cos(d +c))(1— 034), 
(1— cos{B +C))(1+eose) = (14 c0s(b —c))(1-+ 0084), 
(1— cos(B— C))(l—cosa) = (l—cos(b —c))(1+c084), 
(1+cos(P+C))(l+ecose) = (1+cos(b+ c))(1— cos 4), 
et, en vertu d’autres formules goniome6triques connnes, A 
4c0os3 (B— C)’sin#a? 4sinz(b+c)’sinZ 4°, 
4sin; (B+ C)’cost ao’ 4 cos; (b— c)’cos} 4°, 
4 sin (B—C)’sinto’ 4 sin; (b—c)’cos1 4°, 
4cos2(B-+-C)’costa? 4c033(b-+ c)’ sin 4°; 


ou bien &ü 
9. +cos!(B—C)sm!a 


10. +sin2(B-+C)cos3a 
11. +sin!3(B—C)sin#a 
12. +cos!(B-+-C)costae 
Voila les equations de Gaufs. 
En divisant (11.) par (10.), (9.) par (12.), (11.) par (9.) et (10.) 


par (12.) on trouvera les analogies de Neper, savoir: 
sin$z(B—C) 


sing (b-+c) sin} 4, 
008 3 (b—.c) cos} A, 
sin 3(b— c)cos# A, 
c0s3(b+c)sinz A. 








13. sinZ(BLO) tangze = +tangz3 (db —c), 
cos;3 (B—C) 4 BT 
14. 0} (BIC) tangzae = +tangz(b+c), 


sini(b— c) 
sinz(b-+c) 
ar” __ e0s$ (b—c) 

16. +tangz(B+-C)= Seh lö-he) 
On voit quiil faut faire attention “ Pambiguite des signes, tart pour les 
Equations de Gaufs (9.—12.) que pour les analogies de Neper (13. — 16.). 


Berlin, au mois de Mai 1834. 


15. +tangig(B—C) = 





cotang 3 4, 





cotang 3 4. 
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28. 


IMemonstration d’un theoreme de Lambert. 


r x . . . “ 
Par Mr. Posani, prof. ord. a !a facult@ des sciences de l’universit& de Liege. ) 





_————— 


OÖ, soit que Lambert est parvenu ü generaliser le theoreıme d’Exder, 
relatif ü la parabole, par des consideration ingenieuses puisdes dans la 
theorie des sections coniques. Plusieurs geometres se sont occupes en- 
suite du m&me objet, et parvinrent ü demontrer le beau theoreme de 
Lambert au moyen de seules transformations algebriques. Lagrange en 
a fait le sujet d’un memoire fort interessant, publi& dans le recueil de 
l’Academie de Berlin pour lannde 1778. 

Le möme theoreme est d&montree dans la Mecanique analytique; 
mais la d@monstration de Lagrange, &tant fondde sur les formules du mou- 
vement d’un corps attird vers deux centre fixes, ne me semble pas la plus 
simple ni la plus directe des demonstrations. Eu modifiant convenable- 
ment la marche suivie par Lagrange je suis arrivee ä une demonstration 
directe du theoreme qui fait Tobjet de cet article. Persuad® que la de- 
monstration ü laquelle je suis parvenu, est une des plus simples que 
l’on puisse donner de cet importaut theoreme, Jai eru que les lecteurs 
de ce Journal ue seraient pas faches de la voir y occuper une pe- 
tite place. 

Soient: M le soleil; 2 la plandte dont ont considere le mouve- 
ment relatif au premier corps; m’ un lieu determine de la planete;z et 
« la somme des masses du soleil et de la planete. 

Designons par a, la distance moyenne de la plancte au soleil, et 
par £ le temps &coul@ depuis que la planete a quitte la position rm’. 

En posant: Mm'=h, Mm=r, m'm=o; angle m’ Mm=5$, 
et en faisaut, pour abreger, 

1: ehr, 
les Equations du imsuvement relatil de m sont: 


a | 
es dr‘ -r r?d$ =— U (> u —), 


r a 


3. d’rd9) 


\ 


07 

















hy 
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Le triaugle m’M m nous fournit la relation 
4. M—N2hr.cod — e—r”, 
qui etant differentice nous donnera 


rd 2rede—(+te’—h’)dr 
= V[4nr?— (N -+r?—02)?] R 


En substituant cette valeur dans l’equation (2.), il sera aise de la 
mettre sous cette forme: 





5, He —N)rdr.ode 
ur RE A A122 ,2 22 2 2 
= +2 — -)[aWı Ar — e’)]. 


Differentions Yequation (2.), et developpons Pequation (3.); nous 
aurons 





I 


drdrtrdr d$’ + 1?d9.d°H —. 
6. 2drdd+r.dh 0; 


et en @liminant dd, 
7. rd® — d’r = .; 


r*® 
En combinant cette &quation avec l’equation (2.) on trouve 
d.rdr "ir 1 1 


8. Be ee a 5 6 a 


& r a 


Enfin, differentions deux fois de suite P’equation (4.), et, en vard 
aux relations (4., 6., 7. et 8.), nous aurons sans peine 





9 d.odo h? -3r?— 0? 1 
nn GE mg a 
” & 2r? a 


Cela pose, multiplions V’&quation (8.) par ode, et Vequation (9.) 
par rdr; la somme des produits sera integrabie; et en observant que 
l’on doit avoir en m@me temps e=0, r—=h; Vintegrale sera 


10. rdr.odo Sr hd Mr r?--0?—n? N 


& 2r 2a 











Eliminons entre cette &quation et l’&quation (5.) le produit rdo.odo; nous 
aurons, apres les r@ductions, 


ad (dr de’) u r(r’+ 3 —M)—h (r? 1 1") 


& 





| ++ EN. 
a ’ , 4 


En multipliant tous les termes de Yequation (10.) par + ro, et em ajou- 
tant le produit ü la derniere @quation, on trouvera 
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<e 


2.943 
rz 
194 


(drt&de? = (rto’—h(rt?—Rlr to) +0 


— 2 Ft + MN). 


7 . 
Posons, pour abreger, s=r+e, r=r-—e; et nous deduirons de 
la derniere @quation, les deux suivantes 


(s?-— 6? ® Y 
) ds“ 




















Mi -. 21. (s+h)? 
16 « sh (8 h) I; ee 
(s? — 0°)” Be 2 | (+ h)? 
16 « ulm (1) jr tR— Hr]; 
d’ou l’on tire successivement 
ds ET ds 
{ h) (+2 —2-(6+n)) ” (—h) ji } 1 2 f 
(s—h l Br m ) V + ra Dee) 
e 2ds 
Ayu.di nn = ei} 





Li o?’do 
(s—h) V6+ — 7-(s+n) (—h) V(o+: 7 (0 +1)?) 


En retranchant de cette derniere &quation la pr&cedente multipliee 


+ n a A ® “ ‚2 
par 4°; on aura, apres la suppression du diviseur commun s— 4, et eu 
posant, pour plus de simplicite, 


sdz 
% ® he =/z:, 
Vee:-=) 


Ye=Sith+r+to)—fSilh+r—e), 


qui renferme le theoreme de Lambert. 











la formule 


Les quatre formules qui pr&cedent les deux dernieres, coineident 
avec celles de Lagrange, sauf la correetion 42 au lien de 2a que l’au- 


teur de ta Mecanique analytique a Ecrit par inadvertance. 
Liege ce 21. de Fevrier 1834. 








a ee 
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29. 


Note sur la conversion des series en produits compose 
d’un nombre infini de facteurs. 


(Par Mr. Stern, doct, en pbil. & Goettingue.) 


N 


ie 





hi 
Fıtant donnee une scrie 
u LEE... ..; 
on peut ia convertir immediatement en un produit. En eflet on a 
ER ER REPERETAREEEIE SE 
I+4, 114.4, 14,+49,.24, 
Cette formule si simple, si triviale m&öme, mene pourtaut ü des resultats 
remarquables. Considerens, par exemple, la serie connue 


1 1 i { 
e=-I4H, tr tat 


Ea y appliquant la formule (2.) on trouve 











_ 3 10 41 200 
ee 


expression qu’on n’avalit pas encore trouye, je crois, jusqu’ü present, par 
quelque autre voie. La lei d’apres laquelle se forinent les divers facteurs 
“ * ° . + ’ a 
de ce produit, est cvidente. En eflet le 2'““* facteur etant — a, ea +1“ 
sera 
(n+-Nati i 
werlet! „ph 
(n-+2)a (n2)a 

De la möme maniere on deduit de la serie 


wu 











le produit 
j. Ka i4 94 444 
2 '134.5°5.14°6.94 °°"" 
, e ” { I)& -+% 
Ici, le 2“ facteur etant =; le a +1" sera = ut lt 


J’ai deja trouve ailleurs des produits semblahles *), et il ne serait 
pas difficile d’en indiquer encore beaucoup d’autres. 





*, T.10. calı. 3. pg. 272. de ce Journ. 
Crelte's Journal d. M. Bd.XM. Hit. 4. 46 
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Il y a a remarquer que les expressions (1.) et (2.) sont identiques, 
cest-ü-dire, que si l’on ajoute un certain nombre de premiers termes 
de la serie donnde, on obtient la m&me valeur, qu’on obtiendroit en cal- 
culant la valeur du produit correspondant par le möme nombre de fac- 
teurs, de maniere qu’une serie convergente mene toujours ü un produit 
convergent. Par les considerations pr@cedentes il est encore facile de 
changer un produit compos@ d’un nombre infini de facteurs en une serie. 
Car etant donne le produit 


3 u An 
Je u TEN. ı 9 
b, b, b, ba 


qui on le compare avec la jormule (2.), et on trouvera 


u Fa 1 1+4A, +4, 
„= 1+ 4, rn een Dean 





ou 
Seen Lan 
Ad, un b, b) 2 — b, ® b, >. 09 © { 


et lon se convaincra aisement qu’on aura generalement 


{| + QAyrerı Anl Aan—bn 
d 


u. Dis Dass Da f bu 3 


de maniere que le produit (3.) se transforme dans la serie suivante: 











b, b, 2 b, Di20, ir en \ b„ h 
Cette formule a die dejü donude par Mr, Schweins *). 


a,—b a, a,—b, Q,+Q,r00: Anl An—b 
4. 1 IT 5,5 n Diät. 





*) WVoy. son Analyse pg. 237. 
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Tabula schematum, numeros auxiliares et regulas (ultra 


trecentas) pro factoribus primis (300 mincribus) (7) 
agnoscendis idoneas breviter exhibentium. 
(Auctore Carolo Joh. Ds. Hill! Lond. Goth. ) 


+ ( Vide tom. XI. 
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p (Contin.) 
4. UP 
u? (x vi! ur YVı 
43 (7 .)3 ($* ) (3 3. 
De 
A Er I- 
I) >) « ( ee). 
RS Pe vu —IV\ /+1 
a7, 7 .53.5»6m.)6.) 
R v_ au 
.3)3 (8) 
Xıll —YvY]I —111I —11\ 
.> Fr I)G kl.) 05 
... ’ 9)* 
I re 
(ER) mn „n nz iR) 
&( AN Js (3 (5. le} 7; 
99. vo) 
2/9 ( 4 
(x) —XVI SemY) —IV\ 
r AT LEN), 
bl. “fi 
.e.. ‚6)J* 
(+AXXUN +IX\ — u 
67 )> typ 59, 
E “ av HI_\ 
v4) ( 2j*- 

- XXX +%) +vil +I\, Jo 
1. a ,(3.5»(5.)6@ Alla 
van Eu Ruls +) 

- (7 8 (ia ./3 6 2. ,( 
49° +IT\ = 
C$); BEER |. 7° 3,3 J* 
x1]l — I+ ‚I 
er). I re (A, 
ya viıll.\ YV IV-\ I \ 
9 ade (Eh (m) . 12) ( .16)3 
arg N v —IV\ — 11 
(6.5 45 In 17,5) (7.3). 
L +3 XI 1m 1 
hr in, Ge) (d.)5 #0. (ii) 
’+XLIV ax m), N 
St 3 (rf ‘ )a (3 ) (3 . (7. 


+); ol U eo. 


*) Numerus N < 1000 et 37 probatur uumerum trium ziphrarum aeqgualium 


962 — 8SS = k==2.37. 
46 * 


p Schema. 
Me (Tach 
9. da2) 
37... IE Ten), Auen Lese 
| Te (U Vak VE he inne Kun) 
En ART < © 
14: 19 I Kamas DE), AGEN 
111. GT 
a, ehren? 
eo ag" 1/3 vg we 
169. (3. le.) 
RE 3 pa ca07 uhr? 
er N. Cd 
269 (I”) 
19 Fi» 4”) KeReE TE 
3 315 8 CR LT 
361. (7% 
23, N Be 1) Gr ce, 
4), AD CH> CH. 
99 ET EFT LE ) 
Per, N, CD. 
Er I, 
a4 Kr, a" 4) | er nk 
37. dr"), (etc. —n.111*)). 
subtraliendo 


Ex. N = 062: Rel. 








396 


and 


Jie 


101. 
103, 
107. 
109, 
115. 
127. 


127°, 


131. 


537. 


139. 
149. 
151. 
147. 


167, 
175. 


179. 
181. 
191. 


393. 
367. 
401. 
409. 
421.- 
431. 
463. 
491. 
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31. 
Zweı mathematische Bemerkungen. 


(Von dem Herrn F, Strehlke, Oberlehrer am Cöllnischen Real-Gymnasiuın zu Berlin.) 





l. Bemerkung zu der Eulerschen Auflösungsmethode der 
biquadratischen Gleichungen. 


x sei die Gleichung tax +bx’+cx+0=0 gegeben; deren Wur- 
zeln durch x, x,, #,, &, bezeichnet werden mögen. Man setze 


p=— — 5 (# —3ac +12), 


n b’ 
ge = lab +28 — 30) — I) — ag» 
und suche die Wurzeln der cubischen TE y’+pry+r7r=0. Die 


3 Wurzeln dieser Gleichung, jede um — (30 —84) vermehrt, seien 4, 


RB. €. Aufserdem seı 


Y 


i = ’— ıab+r, 
' der reelle Theil der imaginären Wurzeln DB und C, 


rn der Coeflieient von Y—1, 


so ıst 


+YA+YB—yYC—a, 
+yd—yB+yC— ya, 


| 

> m u 

) ) r) 
m - 

l 


" j +VB—vVAty/C—ia, 
[(, se — yA—yb—yL—:a, 
z = +f4A+yB+/C—ia, 
ke —= + /A—yB—yC—hta, 
"m = —yAtv/BYC-ia, 
r, = —YA—yYb+ytC—ia, 
r —= + ,/A+y (rl? v{F+m’?)) ui? 
In= +4 rlr/ Hm) a, 
ne AAN HE)R, 
= —_VA-YUHrIEH+m)— 0. 
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x = +yYA+YQ@IHrYE+m)— 0, 

. = +/4-y(2l+2yYl+m,))— ta, 
= — YA+Y(Q@l—2yW®+m))— ia, 
3 = —- YA—yY(2l—2yY(l? + m))— 0. 


Die Formeln (1.) gelten, wenn 4, B, C reell und positiv und &# positiv, 
die Formeln (2.), wenn 4, B, C reell und positiv aber & negativ. 


Ist 4 positiv, B und C negativ, so gelten für 4% die Formeln 
(2.) für —k die Formeln (1.). Ist 4 reell und positiv, D und (Ü ima- 
ginär, so gelten die Formeln (3.), wenn # positiv, dieFormeln (4.), wenu 
k negativ ist. 


II. Analytische Auflösung der Aufgabe: 


Einen Kreis zu finden, welcher drei der Lage und 
Gröfse nach gegebene Kreise derselben Ebene berührt. 

Die Mittelpuncte der drei Kreise seien 4, D, C, die Radien dieser 
Kreise der Reihe nach Zt, r, eg, die drei Seiten des Dreiecks ABC, a, b, e. 
Der senkrechte Abstand des Punctes C von AB sei g, der senkrechte 
Abstand des Punctes £ von 9 sei 2. Der senkrechte Abstand des Mittel- 
puncts jenes gesuchten Berührungskreises, welcher die drei gegebenen 
Kreise ausschlielsend berührt, von ZD werde durch y bezeichnet; der 
senkrechte Abstand des Punctes 2 von y hielse x, der Radius des ge- 
suchten Kreises selbst Z, so hat man oifenbar folgende drei Gleichungen 





zur Bestimmung von x, y und z: 

l. (A+z)=y°+x°, 

2. (+ =yrrl-8), 

3. e+2’=W Pol 

Aus den beiden ersten Gleichungen wird erhalten: 
Fe ee) 

et Fi hr 
aus den Gleichungen (1.) und (3.) folgt 


HR 


I 

















a BE + P& _$b+R’—o°) 
. Rue. (R—0) 2(R—g) 
” ® 1 R ee 3 
Bezeichnet man nun en mit c', > er >) durch m, so wie 


> b2 tar] durch z, Rn > durch 9‘, gr s durch p’, so erhält 


man aus den Gleichungen 








360 31, Streklke, zwei malhemalische Deme 











srkungen. 
ET 
= 9 37 pz—n, 
= c'r—nm, 
für y folgenden Werth; 
yı ga (ce — p) ac -+ (n — m) 
q hi r 
. 7) CT y SLz) N -— mM “4, 
Setzt man für I A, und B für 24 so erhält man 
Y Ax+ D, 


R+z (K—m)+c x, 
Diese Werthe in die Gleichung (1.) gesetzt, führen auf folgende Gleichung: 
(Ro-m+cx) = x +(Ar+B)%, 
aus welcher man erhält: 
22" -A— A) = UMAB—(R—m)c') 
+ y be"). v(—4B? L1— ec”) 1+ A) (R—r’—Ac.AB). 


Führt man in diese Gleichung die gegebenen Gröfßsen It, r, 68, p, 9, %, b, € 


ein, und bezeichnet A—r, A—e und r— > durch d, d, und d,, so erhält 
man nach den erforderlichen Reductionen: 
!z=c-+ dled, —paMB —£ep—d, d,)tdg4.Vl!—.’— dd. d) 
6 (—di)FrÄARepd,—b,d) 9 
und wenn man den Nenner durch /Y bezeichnet, 





und 
v"—en—d.d, = Ä, 
cdh—-pi=l,- 

v(—d)."— u’. —d) = Ym 

setzt, so erbält man für x, y und x folgende Ausdrücke: 
2 ORERE ea RT, 

gle? — d’)jk+tiV M 

N ? 





Wo 








Ist z.B. =4, r=), Hate nr g—=8, c=10, so erhält 
man d=1]1, d,=35, dh,=?, "= +=1W, a’ == 50, b’—ep=40, 


und durch eine ganz leichte Rechnung, nach den zuletzt gegebeneu Auıs- 
drücken: 








ar 17+V (19019) 
240 2 
 _ 187 £Y (19019) 
En F s0 , 
a —67+YV (19019) 





24 
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Um die Bestimmungsstücke des Kreises zu erhalten, welcher die Kreise 
£ und r ausschlielsend und den Kreis g einschliefsend, oder die Kreise 
R und r einschliefsend, den Kreis 9 ausschliefsend berührt, ist e negativ 


zu setzen, und man hat für diese beiden Fälle d=1, d4,=5, d,—=4, 
folglich 


6 
2 m 31+v33, 


Bo 
FM 1854 V3 
z =— 2540/38. 


Für die Kreise, von welchen der eine die Kreise R und e ausschlielsend, 
r einschliefsend, der andere die Kreise ? und e einschlielsend, ” ausschlie- 
[send berührt, ist d=17,d,=3, 4,—= —4, folglich 


z= 434 = v (4641), 

rv=3 AF GE — , v (#641), 

= 1,5+ y (464). 
Sucht man die Lage und Grölse des Kreises, welcher r und e ausschlie- 
Isend, Z2 einschlieisend, oder r und g einschliefsend, aber R ausschliefsend 


berührt, so st d=—7, =), 4=2, folglich 
Fr 5 


es 
y-rnY/BB), 
chen 
z= — zig vVB8N9) 


Anm. Man wird leicht wahrnehinen, dafs V'm dem Troducte dreier Linien 
gleich ist, welche auf den zweien Kreisen gemeinschaftlichen Tangenten von 
einem Kreise bis zum andern reichen, 


Berlin, im November 1833. 
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32. 


Leehrsätze, 
zu beweisen, und Anmerkungen zu dem Aufsatze 15. im zweiten Ilefte 
zwölften Bandes dieses Journals. 


(Von Herrn Prof. Dr. C. Gudermarn zu Münster.) 





1. Aur dem obern Theile der Fläche einer Kuge!, welcher durch einen 


horizontalen Hauptkreis begrenzt wird, können. die beiden Endpunete ei- 
nes vollkommen biegsamen, unausdehnbaren und gleichmälsig schweren 
Fadens 4B, dessen Länge mit dem halben Umfange eines Hauptkreises 
der Kugel übereinstimmen mag, also befestigt werden, dafs der veründer- 
liche senkrechte Druck des Fadens gegen die Kugelfläche in jedem Puncte 
noch einmal so grofs ist als dieSpannung des Fadens in dem- 
selben Puncte, d. h. jede dieser Grölsen dem Sinus des Per- 
pendikels proportional ist, welches von jenem Puucte auf 
den horizontalen Hauptkreis gefällt wird. 

2. Der Faden berührt dann mit den befestigten Endpuncten 4 
und B einen Nebenkreis, welcher aus dem höchsten Puncte 7 der Halb- 
kugel beschrieben ist, und wird dureh den tiefsten Punct C desselben in 
zwei symmetrische Arme C4= CB so getheilt, dafs der sphürische Abstand 
dieses Punctes vom horizontalen Hauptkreise dem splärischen Radius jenes 
Nebenkreises gleich ist. Diese Grölse ist die einzige Constante, wodurch 
die Gestalt der Curve bestimmt ist, und mag der Parameter beilsen, 

3. Zieht man von 7 aus nach € und noch nach einem andern 
Puncte M der Curve die Leitstrahlen /C und /M, welche verlüngert 
den horizontalen Hauptkreis in D und ? schneiden, so sind ED und MP 
die den Abscissen 0 und DP zugehörigen senkrechten Applicaten der 
Puncte C und M, und es kann sowohl die Lünge des Bogens CH der 
Corve, als auch der Inhalt des dadurch mit begrenzten Vierecks DCMP 
auf eine einfache Weise construirt und die Lage des Hauptkreises ange- 
geben werden, welcher die Curve CM im Puncte M berührt. Man ver- 
längere die Applicate PM über P hinaus um die eigne Länge Pr = PM, 
beschreibe aus m einen Nebenkreis mit einem sphärischen Radius, wel- 
cher das Doppelte des Parameters CD ist, ziehe aus M zwei Hauptkreise, 
welche diesen Nebenkreis berühren, so ist der eine von ihnen, welcher 
den Nebenkreis in 2 berühren mag, und vom anderen leicht unterschieden 
werden kann, auch eine Tangente der Curve CM für den Punct 
M; ferner ist der Bogen Mr immer noch einmal so lang, als 
der Bogen MC der Curve, und zieht man noch den Hauptbo- 
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en mn, so ist auch das Dreieck Mmn noch einmal so erols 
als das Viereck CDPM. 


4. Wird auf der Tangente Mn die sphärische Normale MN er- 
richtet, wovon der horizontale Hauptkreis in N getroffen wird, und 
auch diese Normale um ihre eigne Länge MR= MN über M hinaus ver- 
lingert, so ist der Punet R der sphärische Mittelpunct des 
Krümmungs-Kreises der Curve CH für ihren Punct M (wie 
bei der ebenen Kettenlinie). 

3. Der Zusammenhang zwischen der Abseisse DP und dem Bogen CM 
kann durch elliptische Funetionen der ersten und dritten 
Art ausgedrückt werden. Es werden auch andere Ausdrücke für die 
Gleichung oder Curve gewünscht. Wird der Parameter durch & und der 
Winkel PMn durch A ausgedrückt, so ist das Doppelte der Absceisse DP 
ur = Satz Ey" Sl zee, 


< sin 








und wenn a=60’ ist? Die Berechnung der Coordinaten einiger andrer 
Puncte der Curven mit jenen Parametern wären ebenfalls erwünscht. 

6. Construirt man die der Curve zugehörige reciproke Curve (man 
vergleiche die Aufgabe 4. auf Seite 83. am Schlusse des ersten Heftes des 
i2ten Bandes dieses Juurn.), so ist diese von derselben Art, als 
die ursprüngliche Curve; die Parameter der beiden Curven 
ergünzen sich zu einem Quadranten. 

Das Product der Sinus der Applicaten der zusammen- 
gehörenden Puncte M und M’ der beiden reciproken Curven 
ist von unveränderlicher Grölse, 

7. Wird die Applicate des Punctes R der den beiden rec’proken 
Curven gemeinschafilichen Evolute mit u bezeichnet, der Krümmungs- 
Halbmesser MR=MN aber durch r, so isst ımme 

sinu = y (sin?a.sin?r), 
und der Ausdruck der Abscisse des Punctes R durch seine Applicate ist 


gen er: — sin er) 
I cosu sin2e* — sinu*/* 

8. Errichtet man auf RN in R ein sphärisches Perpendikel, und 
zicht man den Hauptbogen N7, welcher jenes Perpendikel in # schneiden 
mag, so hat man noch RA um seine eigne Länge AS = AK über R hinaus zu 
verlängern; der also geiundene Punct 5 ist der Mittelpunet des 
sphärischen Krümmungs-Kreises der Evolute für ihren Punet 
R, und also Si der Krümmungs-Halbmesser selbst. 


9. Werden die beiden reciproken Bogen CH und C'M’ dureh s 


und a bezeichuet, so ist immer 
tangs = tanygu.tang re. 








>) 
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10. Wird der Unterschied der Abseissen der beiden Puncte M und 
M' durch A bezeichnet, so ist 
cos?« 
sin«& cos«@* 
und durch diese einfache Gleichung also ein Zusammenhang unter 


elliptischen Integralen ausgedrückt, welche zur ersten und drit- 
ten Art zugleich gehören. 


il. Die Grundrisse der analytischen Sphärik behandelte centrische 
Kettenlinie hat nicht die Eigenschaft, dafs die reciproke Curve wieder von 
derselben Art ist. Bezeichnet man den Parameter der centrischen Ket- 
tenlinie durch a, die Abscisse und senkrechte Applicate eines Punctes der 
reciproken Curve aber durch x und y, so ist die Gleichung dieser Curve 
sehr verschieden von der Gleichung der ursprünglichen Curve, nämlich : 
2) + tanga. Arc (Cos — pi =). 
co y siny 
Welche Eigenschaften hat diese Curve und wie können sie aus denen der 
ursprünglichen sogleich erschlossen werden? 


12. Die Gleichung der sphärischen Curve, welche die Eigenschaft 
hat, dals die von den Fufls-Puncten der Applicaten in der Abscissen- 
Linie auf die Normalen gefällten sphärischen Perpendikel eine unverän- 
derliche Lünge haben, ist in Auwendung der Länge - Function: 

Ly Ri sin“ tanea . 

= ——— — , wenn cosA = ——— und tosy= ist. 

täang@ sın a sıny tangy 
Der Winkel A ist der, welchen die Tangente der Curve mit der Ap- 
plicate macht; Y ist der Winkel, welchen die Applicate mit dem auf 
die Normale gefüllten Perpendikel macht. Diese Curve gestattet eind 
einfache Rectification und Quadratur, auch hat sie einen 
Wendepunct und eine Spitze. Welche Eigenschaften hat sie sonst 
noch und welche hat die reciproke Curve? 


13. Der Druck, welchen die Oberfläche der Kugel von dem Faden 
an seinen verschiedenen Stellen leidet (man sehe den Aufsatz 15. Seite 
179 im I2ten Bande dieses Journals), kann durch eine einfache Formel 
bestimmt werden; durch welche? Wie können die beiden Constanten A 
und & durch das Gewicht des Fadens und durch die Lage seines tiefsten 
Punctes bestimmt werden? Welche Eigenschaften hat diese sphärische 
Kettenlinie unter allen Umständen? Wie heilst der allgemeine Ausdruck 
für den Krümmungs-llalbmesser? Die Gleichung der reciproken Curve ist 

—(k—hz)dz 
oe —= | \279 
(1—z?)Y |z?(1 —2?)— (k—hz)?] 
und in ihr haben ® und z ähnliche Bedeutungen in Ansehung der reci- 
proken Curve, wie sie in dem oben genannten Aufsatze in-Ansehung der 
ursprünglichen Curve haben. Für A=0 hat die Gleichung dieselbe Form, 
als die der ursprünglichen Curve. Wie kann diese Gleichung gefunden werden? 





tangA = .sinT 0085, 








x = arc (cos = 
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